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Tóm tắt nội dung

Trong bài viết này, chúng tôi sẽ đề cập tới một vấn đề tương đối thú vị và có nhiều ứng dụng trong

số học đó là kí hiệu Legendre hay thặng dư bình phương. Bài viết cung cấp cho bạn đọc lý thuyết đầy

đủ cũng như các bài toán xuất hiện trong các kì thi chọn đội tuyển, olympic trong nước và khu vực,

đồng thời chúng tôi có tham khảo một số nguồn tài liệu của các tác giả trong và ngoài nước, bạn đọc

có thể xem ở phần tài liệu tham khảo. Bây giờ chúng ta sẽ bắt đầu tìm hiểu vấn đề này qua định nghĩa

đầu tiên, đó là kí hiệu Legendre - Bài viết được trích từ cuốn Khai thác một số chủ đề số học hay

và khó, Doãn Quang Tiến ft Huỳnh Kim Linh.

1 Lý thuyết

1.1 Kí hiệu Legendre

Định nghĩa 1

Cho số nguyên dương n, số nguyên a được gọi là thặng dư bình phương modn (hay số chính
phương modulo n) nếu (a, n) = 1 và phương trình x2 ≡ a (modn) có nghiệm.

Từ định nghĩa này ta có các các định lý sau.

Định lý

Định lý 1.Giả sử p là số nguyên tố lẻ, a là số nguyên không chia hết cho p.
Khi đó, phương trình trình x2 ≡ a(modp) hoặc vô nghiệm hoặc có 2 nghiệm không đồng dư
modulo n.
Định lý 2. Nếu p là số nguyên tố lẻ thì trong các số 1, 2, . . . , p − 1 có đúng

p− 1

2
thặng dư

bình phương modp.

Chứng minh.

Ta sẽ tiến hành bình phương các số 1, 2, ..., p− 1 lên.
Giả sử a là một thặng dư bình phương mod n. Ta nhận thấy rằng, nếu T là một số trong các số
{1, 2, ..., p− 1} thì T 2 ≡ (p− T )2(modp).
Do đó, phương trình x2 ≡ a(modp) có đúng hai nghiệm mà bình phương có cùng thặng dư a. Mà có

tổng cộng p− 1 số nên sẽ có
p− 1

2
thặng dư bình phương modp. �

Nhận xét. Giả sử p là số nguyên tố lẻ, a là số nguyên không chia hết cho p. Kí hiệu Legendre là(
a

p

)
. Khi đó

(
a

p

)
được xác định như sau.

1
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Định nghĩa 2

Giả sử p là một số nguyên tố lẻ, a là số nguyên không chia hết cho p. Khi đó(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (modp)

Chứng minh.

Trước tiên, giả sử
(
a

p

)
= 1 . Khi đó đồng dư x2 ≡ a(modp) có nghiệm x = x0.

Theo định lý Fermat nhỏ , ta có

a
p−1
2 ≡

(
x20
) p−1

2 ≡ 1 (modp)

Xét trường hợp
(
a

p

)
= −1. Khi đó , đồng dư x2 ≡ a(modp) vô nghiệm. Với mỗi i từ 1 đến (p− 1) ,

tồn tại duy nhất j, 1 6 j 6 p− 1 sao cho tích i.j ≡ a(modp). Rõ ràng i khác j nên có thể nhóm các

số từ 1 đến p− 1 thành
p− 1

2
cặp, sao cho tích hai số trong mỗi cặp đều đồng dư a modulo p.

Nhân tất cả các số 1, 2, ..., p− 1, ta được

(p− 1)! ≡ a
p−1
2 (modp)

Theo định lý Wilson, thì (p− 1)! ≡ −1(modp).
Định lý được chứng minh. �

Từ tiêu chuẩn Euler và định nghĩa Legendre, ta dễ dàng chứng minh các tính chất sau.

Định lý 3

Giả sử p là một số nguyên tố lẻ, a và b là những số nguyên không chia hết cho p. Khi đó thì

i. Nếu a ≡ b(modp) thì
(
a

p

)
=

(
b

p

)
ii.
(
a

p

)(
b

p

)
=

(
ab

p

)
iii.

(
a2

p

)
= 1

(i) Nếu a ≡ b(modp) thì x2 ≡ a(modp) có nghiệm khi và chỉ khi x2 ≡ b(modp) có nghiệm, do vậy
ta được (

a

p

)
=

(
b

p

)

(ii) Theo tiêu chuẩn Euler ta có(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (modp),

(
b

p

)
≡ b

p−1
2 (modp),

(
ab

p

)
≡ ab

p−1
2 (modp)

Khi đó ta được (
a

p

)(
b

p

)
≡ a

p−1
2 b

p−1
2 = (ab)

p−1
2 ≡

(
ab

p

)
(modp)

Vì vậy giá trị của kí hiệu Legendre chỉ có thể là ±1 nên ta có đẳng thức cần chứng minh.
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(iii) Vì
(
a

p

)
= ±1 nên từ phần trên ta có

(
a2

p

)
=

(
a

p

)(
a

p

)
= 1

Định lí trên cho thấy rằng tích của hai thặng dư bình phương hoặc hai không thặng dư bình phương là
một thặng dư bình phương, tích của một thặng dư bình phương và một không thặng dư bình phương
là một không thặng dư bình phương. Ngoài ra, nhờ tiêu chuẩn Euler, ta cũng sẽ biết được khi nào
−1 là một số chính phương modulo p. �

Định lý 4

Nếu p là một số nguyên tố lẻ thì(
−1

p

)
=

{
1 khi p ≡ 1(mod4)

−1 khi p ≡ −1(mod4)

Chứng minh.

Theo tiêu chuẩn Euler ta có (
−1

p

)
≡ (−1)

p−1
2 (modp)

Nếu p ≡ 1(mod4) thì p = 4k + 1 với k là số nguyên nào đó. Như vậy ta có

(−1)
p−1
2 = (−1)2k = 1

Hay
(
−1

p

)
= 1. Tiếp tục xét trường hợp thứ 2.

Nếu p ≡ −1(mod4) thì p = 4k + 3 với k là số nguyên nào đó. Như vậy ta có

(−1)
p−1
2 = (−1)2k+1 = −1

Hay
(
−1

p

)
= −1.

Vậy định lý được chứng minh. �

Định lý 5

Giả sử (x; y) = 1, a, b, c là các số nguyên p là 1 ước nguyên tố của ax2 + bxy + cy2, p không là
ước của abc thì D = b2 − 4ac là thặng dư bậc 2 mod p. Đặc biệt nếu p là ước của x2 −Dy2 và
(x, y) = 1 thì D là thặng dư bậc 2 mod p.

Chứng minh. Đặt N = ax2 + bxy + cy2 thì từ 4aN = (2ax+ by)2 −Dy2 ta có

(2ax+ by)2 ≡ Dy2(modp)

Hơn nữa y không chia hết cho p; nếu không thì p chia hết cho 2ax+by và x, điều này trái với giả thiết.
Vậy (y, p) = 1 nên tồn tại yy′ sao cho yy′ ≡ 1(modp), suy ra (2axy′ + byy′)2 ≡ D (yy′)2 ≡ D(modp).
Vậy D là thặng dư bình phương modulo p. Cho a là một số nguyên, p là một số nguyên tố sao cho
(a, p) = 1. Với mỗi k = 1, 2, . . . , p′ tồn tại rk ∈ {±1,±2, . . . ,±p′} sao cho ka ≡ rk(modp), dễ thấy
không tồn tại hai số rk có cùng giá trị tuyệt đối, do đó |r1| , |r2| , . . . ,

∣∣rp′∣∣ là một hoán vị của tập hợp
{1, 2, . . . , p′}.
Cho k chạy rừ 1 đến p′ rồi nhân các vế với nhau ta được

ap
′ ≡

r1 . . . rp′

1.2 . . . p′
=

r1 . . . rp′

|r1| . . .
∣∣rp′∣∣(modp)
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Đặt εk =
rk
|rk|

; εk = ±1 ta có ap
′ ≡ ε1··· · εp′(modp). Ta có εk = −1 khi và chỉ khi phần dư khi chia ka

cho p lớn hơn p′, khi đó ta được

2ka

p
= 2p+

2r

p
⇔
[

2ka

p

]
= 2

[
ka

p

]
+ 1

Suy ra rk = (−1)

[
2ka
p

]
. Như vậy ta có

ap
′ ≡ (−1)

p′∑
k=1

[
2ka
p

]

Định lý được chứng minh. �

Định lý 6

Bổ đề Gauss

Giả sử p là một số nguyên tố lẻ, a là số nguyên không chia hết cho p. Nếu trong số các thặng

dư dương bé nhất của các số nguyên a, 2a, 3a, ...,
p− 1

2
a có s thặng dư lớn hơn

p

2
thì(

a

p

)
= (−1)s

Chứng minh.

Trong số các thặng dư dương bé nhất của các số nguyên a, 2a, 3a, ...,
p− 1

2
a. Giả sử u1, u2, ..., us là

các thặng dư lớn hơn
p

2
và v1, v2, ..., vt là các thặng dư bé hơn

p

2
.

Vì (ja, p) = 1 với mọi j, 1 6 j 6
p− 1

2
nên mọi ui, vj đều khác 0, tức là thuộc tập hợp 1, 2, ..., p−1. Ta

sẽ chứng minh rằng, tập hợp p−u1, p−u2, ..., p−us; v1, v2, ..., vt chính là tập hợp các số 1, 2, ...,
p− 1

2
xếp theo thứ tự nào đó. Rõ ràng không có hai số ui nào, cũng như không có hai số vj nào đồng dư
modulo p.
Thật vậy, nếu ngược lại ta sẽ có ma ≡ na(mod p), mâu thuẫn. Tương tự như trên, có thể thấy rằng
không có số p− ui nào đồng dư với vj .
Như vậy ta có

(p− u1)(p− u2)...(p− us)v1, v2, ..., vt ≡
p− 1

2
! (modp)

Mặt khác, vì u1, u2, ..., us ; v1, v2, ..., vt là các thặng dư dương bé nhất của a, 2a, 3a, ...,
p− 1

2
a modulo

p nên

u1u2...us.v1v2...vt ≡ a
p−1
2
p− 1

2
! (modp)

Như vậy ta có

(−1)sa
p−1
2
p− 1

2
! ≡ p− 1

2
! (modp)

Do p và
p− 1

2
! nguyên tố cùng nhau nên suy ra

(−1)sa
p−1
2 ≡ 1 (modp)

Tức là a
p−1
2 ≡ (−1)s (modp).

Định lí suy ra từ tiêu chuẩn Euler . �
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Định lý 7

Nếu p là số nguyên tố lẻ thì (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8

Như vậy, 2 là só chính phương modulo p khi và chỉ khi p ≡ ±1 (mod8)

Chứng minh.

Áp dụng bổ đề Gauss, ta cần tìm số thặng dư dương bé nhất lớn hơn
p

2
của dãy số

1.2, 2.2, ...,
p− 1

2
.2

Vì các số đều nhỏ hơn p nên đều trùng với thặng dư dương bé nhất của chúng. Như vậy, chỉ cần tính
số các số của dãy lớn hơn

p

2
. Số các số như vậy là

s =
p− 1

2
−
[p

4

]
Như vậy, ta có (

2

p

)
= (−1)

p−1
2
−[ p4 ]

Bằng cách xét các trường hợp p ≡ 1, 3, 5, 7 (mod 8), dễ dàng chứng minh đồng dư

p− 1

2
−
[p

4

]
≡ p2 − 1

8
(mod2)

Khi đó định lí suy ra từ bổ đề Gauss. �
Một số mở rộng.
1. −2 là số chính phương modulo p khi và chỉ khi p ≡ 1, 3 (mod8)

2. 3 là số chính phương modulo p khi và chỉ khi p ≡ ±1 (mod12)

3. −3 là số chính phương modulo p khi và chỉ khi p ≡ 1 (mod6)

4. 5 là thặng dư bậc 2 mod p khi và chỉ khi p ≡ ±1(mod10).

5.
(

2

p

)
= (−1)[

p+1
4 ]

Định lý 8

Luật tương hỗ Gauss

Giả sử p và q là những số nguyên tố lẻ khác nhau. Khi đó, ta có(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2
. q−1

2

Chứng minh.

Để chứng minh định lí trên, trước hết ta cần chứng minh bổ đề sau.
Bổ đề. Giả sử p là số nguyên tố lẻ, a là số lẻ không chia hết cho p .

Khi đó
(
a

p

)
= (−1)T (a,p) trong đó T (a, p) =

p−1
2∑
j=1

[
ja

p

]
.

Chứng minh.

Xét các thặng dư dương bé nhất của các số nguyên a, 2a, 3a, ...,
p− 1

2
a. Như trước đây, kí hiệu

u1, u2, ..., us ; v1, v2, ..., vt là các thặng dư lớn hơn và bé hơn
p

2
, tương ứng.
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Từ phép chia Euclide ta có

ja = p

[
ja

p

]
+ phần dư

trong đó phần dư là một trong các số ui hoặc vj .

Cộng từng vế
p− 1

2
phương trình ta được

p−1
2∑
j=1

ja =

p−1
2∑
j=1

p

[
ja

p

]
+

s∑
i=1

ui +
t∑

j=1

vj

Như đã chỉ ra trong chứng minh bổ đề Gauss, tập hợp

p− u1, p− u2, ..., p− us; v1, v2, ..., vt

chính là tập hợp các số 1, 2, ...,
p− 1

2
xếp theo thứ tự nào đó.

Do đó ta có
p−1
2∑
j=1

j =

s∑
i=1

(p− ui) +

t∑
j=1

vj = ps−
s∑
i=1

ui +

t∑
j=1

vj

Từ đó suy ra
p−1
2∑
j=1

ja−

p−1
2∑
j=1

j =

p−1
2∑
j=1

p

[
ia

p

]
− ps+ 2.

s∑
i=1

ui

Từ công thức của T (a, p) ta nhận được

(a− 1)

p−1
2∑
j=1

j = pT (a, p)− ps+ 2.

s∑
i=1

ui

Do a, p lẻ nên suy ra T (a, p) ≡ s (mod2). Từ bổ đề Gauss ta có điều phải chứng minh.
Chứng minh luật thuận nghịch.

Xét các cặp số nguyên (x, y) với 1 6 x 6
p− 1

2
và 1 6 y 6

q − 1

2
, có tất cả

p− 1

2
.
q − 1

2
cặp như vậy.

Ta sẽ chia các cặp đó thành hai nhóm, tùy thuộc độ lớn của px và qy. Do p, q là những số nguyên tố
khác nhau nên px 6= qy với mọi cặp (x, y).

Xét các cặp với qx > py. Với mỗi giá trị cố định của x , 1 6 x 6
p− 1

2
, tồn tại

[
qx

p

]
số nguyên y

thỏa mãn 1 6 y 6
qx

p
. Như vậy, số các cặp đang xét là

p−1
2∑
j=1

[
jq

p

]
. Xét các cặp với qx < py. Tương tự

như trên, số các cặp thỏa mãn điều kiện này là

q−1
2∑
j=1

[
jp

q

]
. Vì có tất cả là

p− 1

2
.
q − 1

2
cặp nên ta nhận

được đẳng thức sau
p−1
2∑
j=1

[
jq

p

]
+

q−1
2∑
j=1

[
jp

q

]
=
p− 1

2
.
q − 1

2

Từ định nghĩa của T (p, q) ta có

(−1)T (p,q)+T (q,p) = (−1)
p−1
2
. q−1

2

Định lí suy ra từ bổ đề. �
Nhận xét. Qua các định lí trên, chúng ta có thể chứng minh được một số là số chính phương modulo
p. Tuy nhiên, các định lí trên cũng có một điểm bất lợi là chỉ áp dụng được cho những số nguyên tố
lẻ. Còn hợp số thì sao? Đối với trường hợp đó, chúng ta sẽ sử dụng một kí hiệu mạnh hơn cả kí hiệu
Legendre. Đó là kí hiệu Jacobi.
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Tạp Chí Tư Liệu Toán Học

1.2 Kí hiệu Jacobi

Định lý 1

Kí hiệu Jacobi

Giả sử n > 0 là số tự nhiên lẻ và pα1
1 .pα2

2 ...pαk
k là dạng phân tích tiêu chuẩn của n.

Với số nguyên a bất kỳ và (a, n) = 1, kí hiệu Jacobi là(a
n

)
=
∏(

a

paii

)
=
∏(

a

pi

)ai
trong đó tất cả các kí hiệu bên vế phải là kí hiệu Legendre .

Do kí hiệu Jacobi chỉ là mở rộng của kí hiệu Legendre nên hầu hết các định lí trên vẫn đúng cho
kí hiệu Jacobi.

1. Nếu n là số nguyên tố thì kí hiệu Jacobi là kí hiệu Legendre .

2.
(a
n

)
∈ {0, 1,−1}

3.
(a
n

)
= 0 khi gcd (a, n) 6= 1.

4.
(
ab

n

)
≡
(a
n

)( b
n

)
.

5.
( a

mn

)
≡
( a
m

)( b
n

)
, điều này dẫn tới

( a
n2

)
là 0 hoặc 1.

6. Nếu a ≡ (modn), thì
(a
n

)
=

(
b

n

)
.

7.
(

1

n

)
= 1.

8.
(
− 1

n

)
= (−1)

n−1
2

{
1 khi n ≡ 1 (mod4)

−1 khi n ≡ 3 (mod4)
.

9.
(

2

n

)
= (−1)

n2−1
8 =

{
1 khi n ≡ 1, 7 (mod8)

−1 khi n ≡ 3, 5 (mod8)
.

10.
(m
n

)
=
( n
m

)
(−1)

(m−1)(n−1)
4 .

Trong trường hợp n là số nguyên tố thì kí hiệu Jacobi trùng với kí hiệu Legendre . Tuy nhiên
khác với kí hiệu Legendre , khi n là hợp số, kí hiệu Jacobi không cho biết phương trình đồng dư
x2 ≡ a(modp) có nghiệm hay không. Mặc dù vậy, kí hiệu Jacobi có nhiều tính chất tương tự như
kí hiệu Legendre. Ta chú ý rằng (a

n

)
= −1

không thể chỉ ra rằng a là không thặng dư bình phương modulo n. Thật vậy, nếu
(a
n

)
= −1 thì từ

định nghĩa
(
a

pi

)
= −1 thì ít nhất pi là ước của n; hơn nữa a là không thặng dư bình phương modulo

pi . Tuy vậy điều ngược lại thì không đúng, ta có thể xét ví dụ sau.
Ví dụ. Ta có (

2

15

)
=

(
2

3

)(
2

5

)
= (−1)(−1) = 1
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Ta thấy 2 là không thặng dư bình phương modulo 15, cũng là không thặng dư bình phương modulo
3 và 5. Do vậy, ta chưa thể kết luận được nếu p không là số nguyên tố.

Tính chất thứ hai không thể mở rộng gắn với đồng dư thức Euler

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (modp) với số

nguyên tố p và số nguyên a bất kỳ. Một cách tự nhiên đồng dư thức Euler mở rộng từ kí hiệu

Legendre sang kí hiệu Jacobi là
(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (modp) với hợp số lẻ dương n. Tuy nhiên đồng dư

thức này là sai với ít nhất một nửa của các a mod n khi n là hợp số.

Định lý 2

Cho a là số nguyên và b là số nguyên dương, và b có phân tích ra thừa số nguyên tố p =

pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r thì a là thặng dư bình phương modulo b nếu và chỉ nếu a là thặng dư bình

phương modulo pαi với mỗi i = 1, 2, . . . , r.

Chứng minh.

Nếu a là thặng dư bình phương modulo b, thì hiển nhiên nó là thặng dư bình phương modulo với mỗi
pαi ; i = 1, 2, . . . , r. Khi đó tồn tại xi là số nguyên sao cho x2i ≡ a (modpαi). Theo định lý phần dư

Trung Hoa thì có số x sao cho x ≡ xi (modpαi). Khi đó ta được

x2 ≡ x2i ≡ a (modpαi)

điều này chứng tỏ x ≡ a(modb). �

Định lý 3

Số thặng dư bình phương modulo pn(n > 0), được tính bởi công thức[
2n−1 − 1

3

]
+ 2 với p = 2, và

[
pn+1 − 1

2(p+ 1)

]
+ 1 với p > 2

Chứng minh.

Đặt kn là số thặng dư bình phương modulo pn(n > 0).

(i) Cho p là số lẻ và n > 2. Số a là một thặng dư bình phương modulo pn nếu và chỉ nếu p không là
ước của a và a là một thặng dư bình phương modulo p, hoặc p2 là ước của a và

a

p2
là một thặng

dư bình phương modulo pn−2. Từ đó suy ra

kn = kn−2 + p′pn−1

(ii) Cho p = 2 và n > 3. Số a là một thặng dư bình phương modulo 2n nếu và chỉ nếu một trong hai
khả năng sau xảy ra a ≡ 1(mod8) hoặc 4 là ước của a và

a

4
là thặng dư bình phương modulo

2n−2. Từ đó suy ra
kn = kn−2 + 2n−3

Sử dụng quy nạp ta dễ dàng chứng minh được các mệnh đề trên. �

1.3 Một vài tổng của kí hiệu Legendre

Việc tìm số nghiệm của một đồng dư thường quy về đếm các giá trị x ∈ {0, 1, . . . , p − 1} sao cho đa
thức đã cho f(x) với hệ số nguyên nào đó là thặng dư bình phương modulo một số nguyên tố lẻ p.
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Câu trả lời hiển nhiên là có liên hệ với giá trị của tổng
p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
. Trong phần này chúng ta quan

tâm đến những tổng thuộc loại này. Đối với một đa thức tuyến tính f , tổng đang xét rất dễ đánh giá.

Định lý 1

Với các số nguyên a, b tùy ý và số nguyên tố p - a, ta có

p−1∑
x=0

(
ax+ b

p

)
= 0

Chứng minh.

Do p không là ước của a, các số ax+ b, với x = 0, 1, . . . , p− 1 lập nên hệ thặng dư đầy đủ modulo p.

Có đúng
p− 1

2
là thặng dư bình phương,

p− 1

2
là không thặng dư bình phương, và một trong số đó

chia hết cho p. Nghĩa là

p−1∑
x=0

(
ax+ b

p

)
=
p− 1

2
· 1 +

p− 1

2
· (−1) + 0 = 0

Để đánh giá tổng của các đa thức bậc hai, chúng ta cần sử dụng định lí sau.

Định lý 2

Giả sử f(x)p
′

= a0 + a1x+ . . .+ akp′x
kp′ với k là bậc của đa thức f . Đặt k′ =

[
k

2

]
thì ta có

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
≡ −

(
ap−1 + a2(p−1) + · · ·+ ak′(p−1)

)
(modp)

Chứng minh.

Ta đặt Sn =

p−1∑
x=0

xn với n là số tự nhiên và S0 = p, bây giờ ta sẽ chỉ ra rằng Sn ≡ −1(modp) với n > 0

và p− 1|n và Sn ≡ 0(modp) nếu ngược lại. Theo tiêu chuẩn Euler ta có

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
≡

p−1∑
x=0

f(x)p
′

=

kp′∑
i=0

aiSi ≡ −
(
ap−1 + a2(p−1) + · · ·+ ak′p−1

)
(modp)

Như vậy định lý được chứng minh. �

Định lý 3

Với mọi số nguyên dương a, b, c và số nguyên tố p - a, khi đó tổng

p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)

bằng −
(
a

p

)
nếu p - b2 − 4ac và (p− 1)

(
a

p

)
nếu p|b2 − 4ac.

Chứng minh.
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Ta đặt D = b2 − 4ac, khi đó ta có(
4a

p

) p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
=

p−1∑
x=0

(
(2ax+ b)2 −D

p

)
Do các số ax+ b trong đó x = 0, 1, . . . , p− 1 lập thành hệ thặng dư đầy đủ modulo p, do vậy ta được(

a

p

) p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
=

p−1∑
x=0

(
x2 −D
p

)
= S

Theo như định lý 2 thì S ≡ −1(modp), mặt khác |S| 6 p lại cho ta S = −1 hoặc S = p− 1, lúc này

ta giả sử S = p − 1, khi đó những số
(
x2 −D
p

)
nhận giá tri bằng 1, khi x = x0 thì nó nhận giá trị

bằng 0, nghĩa là p là ước của x20 −D. Do p là ước của (−x0)2 −D = x0 − p ta phải có x0 = 0 do đó
p là ước của D. Ngược lại, nếu p là ước của D, ta có S = p − 1, mặt khác S = −1, đó là điều phải
chứng minh. �
Ví dụ. Số nghiệm của phương trình đồng dư x2 − y2 ≡ D(modp) với D 6≡ 0(modp) bằng p− 1.
Chứng minh. Đây chính là hệ quả được suy ra trực tiếp của định lí trên vì khi cố định x thì số các
nghiệm y của đồng dư y2 ≡ x2 −D(modp) bằng(

x2 −D
p

)
+ 1

Đến đây bài toán đã được giải quyết. �
Nhận xét. Đánh giá tổng của kí hiệu Legendre đối với đa thức f(x) bậc lớn hơn hai có ý nghĩa
đặc biệt và khó. Trong phần này chúng ta xét trường hợp đa thức bậc ba thuộc một kiểu nào đó. Cho
số nguyên a, ta đặt

K(a) =

p−1∑
x=0

(
x
(
x2 + a

)
p

)
Giả sử p không là ước của a. Dễ suy ra rằng với mỗi số nguyên t, ta có

K
(
at2
)

=

(
t

p

) p−1∑
x=0


x

t

((x
t

)2
+ a

)
p

 =

(
t

p

)
K(a)

Do đó |K(a)| chỉ phụ thuộc vào việc a có là thặng dư bình phương modulo p hay không. Bây giờ
chúng ta đưa ra một chứng minh không tiêu chuẩn rằng mỗi số nguyên tố p ≡ 1(mod4) là tổng của
hai bình phương.

Định lý 4

Đồng nhất thức Jacobstal - Jacobstal’s identity

Giả sử a và b là một thặng dư bình phương và một không thặng dư bình phương modulo số
nguyên tố p có dạng 4k + 1. Khi đó |K(a)| và |K(b)| là những số nguyên chẵn và thỏa mãn(

1

2
|K(a)|

)2

+

(
1

2
|K(b)|

)2

= p

Chứng minh.

Do K(0) = 0 nên ta có

p′
(
K(a)2 +K(b)2

)
=

p−1∑
n=1

K(n)2 =

p−1∑
n=0

K(n)2
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Tiếp theo ta sẽ đi tính
p−1∑
n=0

K(n)2, với mỗi số tự nhiên n ta có

K(n)2 =

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy
(
x2 + n

) (
y2 + n

)
p

)

Từ đây suy ra được
p−1∑
n=0

K(n)2 =

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy

p

) p−1∑
n=0

((
n+ x2

) (
n+ y2

)
p

)

Đến đây ra chú ý rằng, theo định lý 2 thì
p−1∑
n=0

((
n+ x2

) (
n+ y2

)
p

)
bằng p− 1 nếu x = ±y và bằng

−1 trong trường hợp ngược lại. Do vậy mà

p−1∑
n=0

K(n)2 = p(2p− 2)−
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy

p

)
= 4pp′

Chúng ta thấy được rằng K(a)2 + K(b)2 = 4p hơn nữa K(a)2 + K(b)2
...4 nên cả K(a)2 và K(b)2 đều

chẵn.
Định lý được chứng minh. �
Sau đây ta sẽ cùng tìm hiểu một số định lý mở rộng có liên quan đến vài tổng của kí hiệu Legendre

này.

Định lý 5

Với p là số nguyên tố lẻ và c là số nguyên dương, ta có

p−1∑
x=0

(
xn + c

p

)
≡



⌊
gcd(p−1,n)

2

⌋∑
k=1

( p−1
2

k p−1
gcd(p−1,n)

)
c

(
p−1
2
k p−1
gcd(p−1,n)

)
, nếu p - c

−1, nếu p|c và n ≡ 0 (mod2)

0, nếu p|c và n ≡ 1 (mod2)

Chứng minh.

Gọi S là tổng ta cần tính. Khi đó S ≡
p−1∑
x=0

(xn + c)
p−1
2 (modp).

Nếu p|c thì ta được S =

p−1∑
x=0

(
xn

p

)
mod p, do vậy

S =



p−1∑
x=0

(
x2

p

)
= p− 1, nếu n ≡ 0(mod2)

p−1∑
x=0

(
x

p

)
= 0, nếu n ≡ 1(mod2)

Bây giờ ta xét p - c, ta lấy giới hạn từ x = 1 đến x = p và sử dụng khai triển nhị thức Newton ta
có được

S ≡
p∑

x=1

p−1
2∑

r=0

(p−1
2

r

)
c(

p−1
2
−r)xnr(modp)
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Thay đổi vị trí của các tổng ta được

S ≡

p−1
2∑

r=0

((p−1
2

r

)
c(

p−1
2
−r)

p∑
x=1

xnr

)
(modp)

Giá trị của tổng
p∑

x=1

xnr modulo p là −1 nếu (p−1)|nr và là 0 trong trường hợp còn lại, với mọi r > 1.

Với r = 0 thì giá trị của modulo p hiển nhiên bằng 0, do đó

S ≡ −
r6 p−1

2∑
r>1,(p−1)|nr

(p−1
2

r

)
c(

p−1
2
−r)(modp)

Nếu (p− 1)|nr thì
p− 1

gcd(p− 1, n)
|r, do vậy các giá trị có thể có của r là k

p− 1

gcd(p− 1, n)
, trong đó k là

số nguyên dương thỏa mãn 1 6 k 6

⌊
gcd(p− 1, n)

2

⌋
, do vậy ta có

S ≡

⌊
gcd(p−1,n)

2

⌋∑
k=1

( p−1
2

k p−1
gcd(p−1,n)

)
c

(
p−1
2
k p−1
gcd(p−1,n)

)
(mod p)

Định lý được chứng minh. �

Định lý 6

Ta đặt ξ(a, b, c) =

p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
x thì khi đó ta có

2a

(
a

p

)
ξ(a, b, c) ≡ b (modp)

Chứng minh.

Đầu tiên ta biến đổi

2a

(
a

p

)
ξ(a, b, c) =

p−1∑
x=0

(
(2ax+ b)2 +

(
4ac− b2

)
p

)
2ax

=

p−1∑
x=0

(
(2ax+ b)2 +

(
4ac− b2

)
p

)
(2ax+ b)− b

p−1∑
x=0

(
(2ax+ b)2 +

(
4ac− b2

)
p

)

Vì tập hợp các số nguyên dương 2ax+ b tạo thành một hệ thặng dư đầy đủ nên

2a

(
a

p

)
ξ(a, b, c) ≡

p−1∑
x=0

(
x2 +

(
4ac− b2

)
p

)
x− b

p−1∑
x=0

(
l2 +

(
4ac− b2

)
p

)
(modp)

Từ định lý 3 ta có
p−1∑
x=0

(
x2 +

(
4ac− b2

)
p

)
≡ −1 (modp)

Từ điều này suy ra được

2a

(
a

p

)
ξ(a, b, c) ≡

p−1∑
x=0

(
x2 +

(
4ac− b2

)
p

)
x+ b ≡ ξ

(
1, 0, 4ac− b2

)
+ b(modp) (1)
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Ta chú ý rằng

ξ
(
1, 0, 4ac− b2

)
=

p−1∑
x=0

x2 +
(
4ac− b2

)
p

x ≡
p∑

x=1

(
x2 +

(
4ac− b2

)) p−1
2 x(modp)

Từ đây, sử dụng khai triển nhị thức Newton ta có

ξ
(
1, 0, 4ac− b2

)
≡

p∑
x=1

p−1
2∑

r=0

(p−1
2

r

)(
4ac− b2

)( p−1
2
−r)

x2r+1 (modp)

Ta sắp xếp lại ví trí các tổng, ta có được

ξ
(
1, 0, 4ac− b2

)
≡

p−1
2∑

r=0

((p−1
2

r

)(
4ac− b2

)( p−1
2
−r)

p∑
x=1

x2r+1

)
(modp)

Ta thấy rằng tổng
p∑

x=1

x2r+1 có giá trị bằng −1 modulo p nếu (p− 1)|(2r+ 1) và là 0 trong trường hợp

còn lại. Mặt khác p− 1 là số chẵn và 2r + 1 là số lẻ nên (p− 1) - (2r + 1) và
p∑

x=1

x2r+1 có giá trị là 0

modulo p với mọi r. Suy ra

ξ
(
1, 0, 4ac− b2

)
≡ 0 (modp)

Từ đây theo (1) ta được

2a

(
a

p

)
ξ(a, b, c) ≡ b (modp)

Như vậy định lý được chứng minh. �
Nhận xét. Từ định lý này ta có thể suy ra được kết quả sau.

Kết quả. Ta có ξ(ka, kb, kc) =

(
k

p

)
ξ(a, b, c) với mọi số nguyên dương k.

Định lý 7

Đặt S(a, b, c) =

p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
, với m là số nguyên dương thì ta có

ξ
(
a, b+ 2ma,m2a+mb+ c

)
= ξ(a, b, c) + p

m−1∑
r=0

(
r2a+ rb+ c

p

)
−mS(a, b, c)

Chứng minh.

Số học - Bà chúa của toán học 13 h Tạp chí và tư liệu toán học



Chinh Phục Olympic Toán

Ta sẽ sử dụng phương pháp quy nạp. Ta có

ξ(a, b+ 2a, a+ b+ c) =

p−1∑
x=0

(
ax2 + (b+ 2a)x+ (a+ b+ c)

p

)
x

=

p−1∑
x=0

(
a(x+ 1)2 + b(x+ 1) + c

p

)
(x+ 1)− S(a, b, c)

=

p∑
x=1

(
ax2 + bx+ c

p

)
x− S(a, b, c)

=

p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
x+ p

(
c

p

)
− S(a, b, c)

= ξ(a, b, c) + p

(
c

p

)
− S(a, b, c)

Với m = 1 thì đương nhiên thỏa mãn. Ta giả sử giả thiết quy nạp đúng với m − 1, bây giờ ta sẽ đi
chứng minh nó đúng với m. Ta đặt B = b+ 2(m− 1)a và C = (m− 1)2a+ (m− 1)b+ c, khi đó ta có

ξ
(
a, b+ 2ma,m2a+mb+ c

)
= ξ(a,B + 2a, a+B + C) = ξ(a,B,C) + p

(
C

p

)
− S(a,B,C)

Bây giờ sử dụng giả thiết quy nạp trên ξ(a,B,C) ta có thể viết lại

ξ
(
a, b+ 2ma,m2a+mb+ c

)
= ξ(a, b, c) + p

m−2∑
r=0

(
r2a+ rb+ c

p

)
− (m− 1)S(a, b, c)

+ p

(
(m− 1)2a+ (m− 1)b+ c

p

)
− S(a,B,C)

Ta có 4aC − B2 = 4ac− b2, đến đây sử dụng định lý 3 thì S(a, b, c) = S(a,B,C). Điều này ám chỉ
rằng

ξ
(
a, b+ 2ma,m2a+mb+ c

)
= ξ(a, b, c) + p

m−1∑
r=0

(
r2a+ rb+ c

p

)
−mS(a, b, c)

Như vậy định lý được chứng minh. �

Định lý 8

Với p là số nguyên tố và c, n > 1 và k > 1 là số nguyên dương

p−1∑
x=0

(
xn + c

p

)
xk ≡



∑
06r6 p−1

2
;(p−1)|(nr+k)

(p−1
2

r

)
c(

p−1
2
−r), nếu p - c

−1, nếu p|c và (p− 1)|
(
n
(
p−1
2

)
+ k
)

0, nếu p|c và (p− 1) -
(
n
(
p−1
2

)
+ k
)

Chứng minh.

Đặt η là tổng ta đang cần tính. Nếu p|c, khi đó tổng trở thành

η ≡
p−1∑
x=0

xn(
p−1
2 )+k (modp)
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Tổng này có giá trị bằng 0 nếu (p− 1) -
(
n

(
p− 1

2

)
+ k

)
, và −1 trong các trường hợp còn lại. Tiếp

theo ta xét p - c, tiến hành theo cách tương tự như trong chứng minh định lý 5 , chúng ta thu được

η ≡

p−1
2∑

r=0

(p−1
2

r

)
c(

p−1
2
−r)

p∑
x=1

xnr+k(modp)

Tổng
p∑

x=1

xnr+k modulo p có giá trị là 0 khi (p− 1) - (nr + k) và −1 trong các trường hợp còn lại. Do

đó

η ≡
∑

06r6 p−1
2

;(p−1)|(nr+k)

(p−1
2

r

)
c(

p−1
2
−r) (mod p)

Như vậy định lý được chứng minh. �
Nhận xét. Từ định lý này ta có các hệ quả sau.

(i) Nếu n là số chẵn và k là số lẻ thì η ≡ 0 (modp).

(ii) Với mọi số nguyên tố p lẻ, khi đó Sp(1, b) chia hết cho p.

1.4 Số giả nguyên tố Euler

Giả sử p là số nguyên tố lẻ và b là số nguyên không chia hết cho p.
Khi đó theo tiêu chuẩn Euler ta có

b
p−1
2 ≡

(
b

p

)
(modp)

Như vậy để kiểm tra n có phải là số nguyên tố hay không, ta có thể lấy một số b nguyên tố cùng nhau
với n, và kiểm tra đồng dư sau có nghiệm hay không

b
p−1
2 ≡

(
b

n

)
(modn)

trong đó vế phải là kí hiệu Jacobi . Nếu đồng dư thức không đúng thì n phải là hợp số, ngược lại
chưa kết luận được nhưng nhiều khả năng n là nguyên tố.

Định nghĩa 1

Số nguyên dương n được gọi là số giả nguyên tố Euler cơ sở b nếu nó là hợp số và đồng dư
sau nghiệm đúng

b
p−1
2 ≡

(
b

n

)
(modn)

Từ định nghĩa này ta suy ra được mọi số giả nguyên tố Euler cơ sở b đều là số giả nguyên tố cơ
sở b. Ta cùng tìm hiểu chủ đề này qua các định lý sau.

Định lý 1

Mọi số giả nguyên tố mạnh cơ sở b đều là số giả nguyên tố Euler cơ sở b.

Chứng minh.

Cho n là số giả nguyên tố mạnh cơ sở b. Khi đó, nếu n − 1 = 2st, t thì, hoặc bt ≡ 1(modn), hoặc

b2
rt ≡ −1(modn), trong đó r thỏa mãn 0 6 r 6 s− 1. Ta giả sử rằng

m∏
j=1

p
aj
j là phân tích của n thành

thừa số nguyên tố. Ta xét hai trường hợp.
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(i) Nếu b′ ≡ 1(modn), ta giả sử p là một ước nguyên tố của n. Khi đó orddp là ước của t, suy ra

ordpb là số lẻ. Mặt khác thì orddp là ước của φ(p) = p− 1, nên nó phải là ước của
p− 1

2
. Do đó

ta được
b
p−1
2 ≡ 1(modp)

Theo tiêu chuẩn Euler ta có
(
b

p

)
= 1 và

(
b

n

)
= 1. Mặt khác ta lại có

b
n−1
2 =

(
bt
)2s−1 ≡ 1(modp)

Như vậy thì n là số giả nguyên tố Euler cơ sở b.

(ii) Nếu b2
r+1t ≡ −1( mod n). Với p là một ước nguyên tố của n thì b2

r+1t ≡ −1( mod p). Bình phương
cả hai vế của đồng dư thức này ta được

b2
r+1t ≡ 1(modp)

Như vậy ta suy ra được orddp là ước của 2r+1t, nhưng orddp không là ước của 2rt, suy ra
orddp = 2r+1c, trong đó c là một số nguyên lẻ. Mặt khác, vì orddp là ước của p− 1, 2r+1 là ước
của orddp nên 2r+1 là ước của p− 1. Từ đó ta có p = 2r+1d+ 1, trong đó d là số nguyên. Vì

b
ordpb

2 ≡ 1(modp)

nên ta có được (
b

p

)
≡ b

p−1
2 = b

ordpb

2
p−1
ordpb ≡ (−1)

p−1
ordpb = (−1)

p−1

2r+1 c(modp)

vì c lẻ nên từ đó suy ra
(
b

p

)
= (−1)d. Bây giờ ta giả sử có phân tích thành thừa số nguyên tố

dạng n =
m∏
j=1

p
aj
j . Theo chứng minh phần trên, các ước nguyên tố pi có dạng pi = 2r+1di + 1, và

đồng thời (
b

m

)
=

m∏
i=1

(
b

pi

)ai
= (−1)

m∑
i=1

aidi

Mặt khác, dễ thấy rằng

n ≡ 1 + 2r+1
m∑
i=1

aidi
(
mod22r+2

)
Do đó ta được

t2s−1 =
n− 1

2
≡ 2r

m∑
i=1

aidi
(
mod2r+1

)
tức là t2s−1−r ≡

m∑
i=1

aidi(mod2) và

b
n−1
2 =

(
b2

rt
)2s−1−r

= (−1)

m∑
i=1

aidi
(modn)

Như vậy

b
n−1
2 ≡

(
b

n

)
(modn)

và n là số giả nguyên tố Euler cơ sở b. Định lí được chứng minh. �
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Nhận xét. Chú ý rằng, điều ngược lại không phải luôn luôn đúng: tồn tại những số nguyên tố giả
Euler cơ sở b không là số giả nguyên tố mạnh cơ sở đó. Ví dụ n = 1105, b = 2. Tuy nhiên, với những
điều kiện bổ sung, một số giả nguyên tố Euler sẽ là số giả nguyên tố mạnh cùng cơ sở. Ta có định lí
sau.

Định lý 2

Số n giả nguyên tố Euler cơ sở b là số giả nguyên tố mạnh cơ sở b nếu n ≡ 3(mod4), hoặc(
b

n

)
= −1.

Chứng minh.

Trường hợp 1. Nếu n ≡ 3(mod4). Khi đó n− 1 = 2t và t lẻ. Vì n là số giả nguyên tố Euler cơ sở b
nên

b′ = b
p−1
2 ≡

(
b

n

)
(mod n)

Như vậy, n là số giả nguyên tố mạnh cơ sở b.

Trường hợp 2. Nếu
(
b

n

)
= −1, khi đó ta viết n− 1 = 2st, trong đó t lẻ, s là số nguyên dương. Vì

n là số giả nguyên tố mạnh cơ sở b nên

b2
s−1t = b

p−1
2 ≡

(
b

n

)
(mod n)

Theo giả thiết ta có b2
s−1t ≡ −1(modn).

Do
(
b

n

)
= ±1 nên hoặc b′ ≡ 1(modn) hoặc b′ ≡ −1(modn).

Vậy n là số giả nguyên tố mạnh cơ sở b. �
Nhận xét. Dùng số giả nguyên tố Euler, ta có thể xây dựng thuật toán xác suất để kiểm tra một
số nguyên tố hay không. Thuật toán này được Solovay và Strassen tìm ra đầu tiên năm 1977. Ta bắt
đầu bằng bổ đề sau.

Bổ đề 1.

Giả sử n là một số nguyên dương lẻ không chính phương. Khi đó tồn tại ít nhất một số b với

1 < b < n và (b, n) = 1, sao cho
(
b

n

)
= −1.

Chứng minh.

Nếu n là số nguyên tố thì số b tồn tại. Khi n là hợp số không chính phương, ta viết n = rs, trong đó
(r, s) = 1 và r = pe với p là một số nguyên tố lẻ và e là số nguyên dương lẻ. Bây giờ giả sử t là một
không thặng dư bình phương của số nguyên tố p. Ta dùng định lí phần dư Trung Hoa để tìm số
nguyên b sao cho 1 < b < n, (b, n) = 1 và b ≡ t(modr), b ≡ 1(mods). Khi đó ta có(

b

r

)
=

(
b

pe

)
= (−1)e = −1 = −1,

(
b

s

)
= 1

Đồng nghĩa với
(
b

n

)
= −1. Bổ đề được chứng minh. �

Bổ đề 2.

Với mỗi hợp số lẻ n, tồn tại ít nhất một số b sao cho 1 < b < n, (b, n) = 1 và

b
n−1
2 6≡

(
b

n

)
(modn)
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Chứng minh.

Giả sử ngược lại, với mọi số nguyên không vượt quá n và nguyên tố cùng nhau với n, ta có

b
n−1
2 ≡

(
b

n

)
(modn)

Từ đó suy ra, nếu (b, n) = 1 thì bn−1 ≡ 1(modn).
Như vậy, n phải là số Carmichael, và do đó, n = q1q2 . . . qr là tích của các số nguyên tố lẻ khác
nhau. Ta sẽ chỉ ra rằng

b
n−1
2 ≡ 1(modn)

đối với số nguyên tố b không vượt quá n và nguyên tố cùng nhau với n. Giả sử ngược lại, tồn tại b thỏa
mãn b

n−1
2 ≡ −1(modn). Theo định lý phần dư Trung Hoa ta tìm được số a 1 < a < n, (a, n) = 1

sao cho a ≡ b (modq1) , a ≡ 1 (modq1q2 . . . qr). Như vậy thì

a
n−1
2 ≡ b

n−1
2 ≡ −1 (modq1) , a

n−1
2 ≡ 1 (modq1q2 . . . qr)

Do đó a
n−1
2 6≡ ±1 (modq1q2 . . . qr), trái với giả thiết phản chứng.

Như vậy với mọi b, 1 < a < n, (b, n) = 1 ta có b
n−1
2 ≡ 1(modn). Từ đồng dư trên và giả thiết của bổ

đề, ta có

b
n−1
2 ≡

(
b

n

)
≡ 1(modn)

Điều này mâu thuẫn với bổ đề 1 nên bổ đề 2 được chứng minh. �
Nhận xét.

(i) Một số p là số giả nguyên tố cơ sở a với mọi a nguyên tố cùng nhau với p được gọi là số

Carmichael (chẳng hạn 561).

(ii) Định lí trên đây được dùng làm cơ sở cho một thuật toán kiểm tra xác suất số nguyên tố. Ta có
định lí sau.

Định lý 3

Đối với mỗi hợp số lẻ n, tồn tại không quá
φ(n)

2
số nguyên dương b nhỏ hơn n, nguyên tố cùng

nhau với n, sao cho n là số giả nguyên tố Euler cơ sở b.

Chứng minh.

Theo bổ đề 2 , tồn tại số b thỏa mãn (b, n) = 1; 1 < a < n, sao cho b
n−1
2 6≡

(
b

n

)
(modn). Đến đây ta

giả sử rằng a1, a2, . . . , am là các số thỏa mãn 1 6 aj < n, (aj , n) = 1 và

a
n−1
2

j ≡
(aj
n

)
= (modn)

Giả sử r1, r2, . . . , rm là thặng dư dương bé nhất của các số ba1, ba2, . . . , bam. Các số rj khác nhau và
nguyên tố cùng nhau với n. Ta sẽ chứng tỏ rằng chúng không thỏa mãn đồng dư thức như đối với các
số aj . Thật vậy, nếu ngược lại

r
n−1
2

j ≡
(rj
n

)
= 1(modn)

thì ta có ba
n−1
2

j ≡
(
baj
n

)
= 1(modn) và như vậy

b
n−1
2 a

n−1
2

j ≡
(
b

n

)(
baj
n

)
(modn)
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Từ đó suy ra b
n−1
2 ≡

(
b

n

)
(modn), mâu thuẫn với tính chất của b. Như vậy, tập hợp các số aj và rj

không giao nhau. Gộp cả hai tập hợp này ta được 2m số khác nhau, bé hơn n và nguyên tố cùng nhau

với n. Từ đó suy ra m <
φ(n)

2
, định lí được chứng minh. �

Nhận xét. Từ định lí trên ta thấy rằng, nếu n là một hợp số lẻ, b là số chọn nhẫu nhiên trong các số

1, 2, ..., n− 1, thì xác suất để n là số giả nguyên tố Euler cơ sở b sẽ bé hơn
1

2
. Ta có định lí sau.

Thuật toán kiểm tra nguyên tố xác suất Solovay-Strassen. Cho n là số nguyên dương, ta chọn
ngẫu nhiên k số b1, b2, . . . , bk từ các số 1, 2, . . . , n− 1. Đối với mỗi số nguyên bj , xét đồng dư thức

b
n−1
2

j ≡
(
bj
n

)
(modn)

Ta có kết luận sau

1. Nếu một trong các đồng dư thức đó không nghiệm đúng thì n là hợp số.

2. Nếu n là nguyên tố thì mọi đồng dư thức đều nghiệm đúng.

3. Nếu n là hợp số, thì xác suất để mọi đồng dư thức nghiệm đúng là bé hơn
1

2k
.

Như vậy, nếu k đủ lớn, và n trải qua được kiểm tra xác suất trên đây, thì "hầu như chắc chắn" n là
số nguyên tố.
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2 Các ví dụ minh họa

Tìm các số nguyên dương x, y sao cho x2 + 1
...y2 − 5

Bài 1

Lời giải

Gọi p là ước nguyên tố của y2 − 5 thì ta có

x2 + 1
...p⇒ x2 ≡ −1 (modp) ⇒

(
−1

p

)
= 1⇒ (−1)

p−1
2 = 1⇒ p ≡ 1 (mod4)

Do đó ta phải có
y2 − 5 ≡ 1 (mod4)⇒ y2 ≡ 6 ≡ 2 (mod4)

ta dễ thấy điều này vô lý.
Như vậy không tồn tại các số nguyên x, y thỏa mãn đề bài. �

Việt Nam TST 2004

Cho số nguyên dương n. Chứng minh rằng 2n + 1 không có ước nguyên tố dạng 8k + 7.

Bài 2

Lời giải

Gọi p à ước nguyên tố của 2n + 1. Giả sử p ≡ 7(mod8).
i. Nếu n là số chẵn thì ta có

2n ≡ −1 (mod p)⇒
(
−1

p

)
= 1⇒ (−1)

p−1
2 = 1⇒ p− 1

2

... 2⇒ p ≡ 1 (mod 4)

Ta thấy điều này mâu thuẫn với giả thiết phản chứng là p ≡ 7 (mod 8).
ii. Nếu n là số lẻ thì ta có

2n+1 ≡ −2 (mod p)⇒
(
−2

p

)
= 1⇒

(
−1

p

)
.

(
2

p

)
= 1⇒ (−1)

p−1
2 .(−1)

p2−1
8 = 1 (1)

Nhưng mà do

p ≡ 7(mod8)⇒

 (−1)
p−1
2 = 1

(−1)
p2−1

8 = −1

Từ đây kéo theo

(−1)
p−1
2 .(−1)

p2−1
8 = −1,

mâu thuẫn với (1).
Như vậy giả thiết phản chứng là sai nên ta có điều phải chứng minh. �

Indonesia TST 2009

Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương n sao cho n2 + 1 không là ước của n !.

Bài 3

Lời giải
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Trước hết ta sử dụng bổ đề quen thuộc sau đây.
Bổ đề. Tồn tại vô hạn số nguyên tố có dạng 4k + 1, k là số nguyên dương.
Bổ đề này khá là quen thuộc nên chúng tôi không nêu chứng minh ở đây.
Ta quay lại với bài toán. Giả sử ta xét p là số nguyên tố có dạng 4k + 1.

Theo định lý tiêu chuẩn Euler ta có(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 = 1.

Hay −1 là số chính phương mod p.

Từ đó tồn tại n
′ ∈ {1, 2, 3,..., p− 1} sao cho(

n
′
)2

+ 1 ≡ 0 (mod p).

Lại dễ thấy (n′)! không chia hết cho p nên ta suy ra ngay
(
n
′
)2

+ 1 không là ước của (n′)!.

Bây giờ ta chỉ cần chứng tỏ sự tồn tại vô hạn của n
′
là xong.

Thật vậy, có (
n′
)2

+ 1 > p⇒ n′ >
√
p− 1

Theo bổ đề thì có vô hạn số nguyên tố có dạng 4k + 1 nên ta có thể chọn vô số số n
′
như vậy. Tức

là tồn tại vô hạn số nguyên dương n sao cho n2 + 1 không là ước của n !. �

Cho n là số nguyên dương lẻ và u là một ước nguyên dương lẻ của 3n+1. Chứng minh rằng u−1

chia hết cho 3. Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương n sao cho n2 + 1 không là ước
của n !.

Bài 4

Lời giải

Ta gọi p là ước nguyên tố lẻ của 3n + 1, ta có

3n + 1 ≡ 0(modp)⇒ 3n+1 ≡ −3(modp)

Vì n lẻ nên n+ 1 chẵn, từ đó suy ra −3 là số chính phương mod p hay(
−3

p

)
= 1 (*)

Theo định lý tiêu chuẩn Euler ta có(
−3

p

)
=

(
−1

p

)
.

(
3

p

)
= (−1)

p−1
2 .

(
3

p

)
= 1 (1)

Theo luật tương hỗ Gauss ta có(
3

p

)
.
(p

3

)
= (−1)

(p−1)(3−1)
4 = (−1)

p−1
2 ⇒

(
3

p

)
= (−1)

p−1
2 .
(p

3

)
(2)

Từ (1) và (2) suy ra (
−3

p

)
= (−1)p−1.

(p
3

)
Nếu p ≡ 2 (mod 3)⇒

(p
3

)
=

(
2

3

)
= (−1)

32−1
8 = −1,từ đây kéo theo

(
−3

p

)
= −1,
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điều này mâu thuẫn với (∗).

Mặt khác ta dễ thấy p 6= 3, do vậy p ≡ 1(mod3)⇒ u− 1
...3

Từ đây ta có điều phải chứng minh. �

Tìm tất cả các số nguyên dương n thỏa mãn 3n − 1
... 2n − 1.

Bài 5

Lời giải

Nếu n là số chẵn thì
2n − 1 ≡ 0 (mod 3)⇒ 3n − 1 ≡ 0 (mod 3),

điều này mâu thuẫn. Do đó n phải là số lẻ.
Ta gọi p là một ước nguyên tố lẻ của 2n − 1. Hiển nhiên p 6= 3. Nếu n > 3 thì ta có

3n − 1 ≡ 0 (mod p)⇒ 3n ≡ 1 (mod p)⇒ 3n+1 ≡ 3 (mod p)⇒
(

3

p

)
= 1.

2n − 8 = 8.
(
2n−3 − 1

)
≡ 0 (mod 12)⇒ 2n − 1 ≡ 7 (mod 12) (1)

Áp dụng định lý luật tương hỗ Gauss thì ta có(p
3

)
=
(p

3

)
.

(
3

p

)
= (−1)

(p−1)(3−1)
4 = (−1)

p−1
2 .

Nếu p ≡ 2 (mod 3)⇒
(p

3

)
=

(
2

3

)
= −1, kéo theo

p− 1

2
6
... 2⇒ p ≡ 3 (mod 4).

Ta được p ≡ −1 (mod 12).

Nếu p ≡ 1 (mod 3)⇒
(p

3

)
=

(
1

3

)
= 1, kéo theo

p− 1

2

... 2⇒ p ≡ 1 (mod 4).

Ta được p ≡ 1 ( mod 12). Tóm lại là ta có p ≡ ±1( mod 12). Do vậy chỉ có thể là 2n−1 ≡ ±1( mod 12),
nhưng điều này lại mâu thuẫn với (1). Suy ra n 6 3, thử trực tiếp ta được n = 1.

Vậy n = 1 là đáp số duy nhất của bài toán. �

Tạp chí Pi số tháng 8.2017

Chứng minh rằng không tồn tại số nguyên n > 5, sao cho 3n + 5n chia hết cho n2 − 25.

Bài 6

Lời giải

Giả sử ngược lại, tồn tại số nguyên n > 5 sao cho 3n + 5n chia hết cho n2 − 25. Giả sử n là số chẵn.
Khi đó n2− 25 ≡ 3(mod 4). Từ đó, do n2− 25 > 1 nên n2− 25 có ước nguyên tố p mà p ≡ 3(mod 4).

Hơn nữa, vì 3n + 5n
... p nên p 6= 3, 5. Ta có 5n ≡ −3n(mod p). Từ đó, với lưu ý

p− 1

2
là số lẻ, suy ra

5
n(p−1)

2 ≡ −3
n(p−1)

2 (modp).
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Mặt khác vì p 6= 3, 5 nên theo định lý Fermat nhỏ ta có

5
n(p−1)

2 ≡ 1 ≡ 3
n(p−1)

2 (modp).

Do đó, 2.3
n(p−1)

2 ≡ 0(mod p), mâu thuẫn với các tính chất đã nêu của p. Vậy n là số nguyên dương lẻ.

Xét ước nguyên tố p tùy ý của n2 − 25 thì ta có 3n + 5n
...p. Do đó

(
3n

p

)
=

(
−5n

p

)
suy ra

1 =

(
3n

p

)
.

(
−5n

p

)
=

(
3n. (−5n)

p

)
.

Từ đó vì n là số lẻ nên ta có
(
−15

p

)
= 1.

Suy ra theo luật tương hỗ bậc hai , ta có

1 =

(
−15

p

)
=

(
−1

p

)
.

(
3

p

)
.

(
5

p

)
=
(p

3

)
.
(p

5

)
.

Suy ra p đồng dư với 1, 2, 4, 8 theo mod 15. Như vậy, mọi ước nguyên tố của n2 − 25 đều có dạng
15k + r với r ∈ {1, 2, 4, 8}. Do đó, mọi ước nguyên tố của n+ 5 và n− 5 đều có dạng vừa nêu. Mà
tích của hai số nguyên có dạng 15k+ r với r ∈ {1, 2, 4, 8} cũng là một số có dạng như vậy, nên suy ra
n + 5 và n − 5 đều đồng dư với {1, 2, 4, 8} theo mod 15. Tuy nhiên, điều này là không thể vì hiệu
của hai số tùy ý thuộc tập hợp {1, 2, 4, 8} đều khác 10 hoặc −10.

Mâu thuẫn nhận được chứng tỏ giả sử ở đầu lời giải là sai và do đó kết luận của bài toán được chứng
minh. �

Có tồn tại hay không một tập hợp gồm 16 số nguyên dương liên tiếp mà không có số nguyên
dương nào có dạng

7x2 + 9xy − 5y2 (x, y ∈ Z).

Bài 7

Lời giải

Gọi p là ước nguyên tố của
A = 7x2 + 9xy − 5y2 (x, y ∈ Z)

• Nếu một trong hai số x, y chia hết cho p thì x và y cùng chia hết cho p, do đó A
...p2.

• Nếu (x, p) = (y, p) = 1 thì

A
...p⇒ 20

(
7x2 + 9xy − 5y2

)
≡ 0 (mod p)⇒ 221x2 ≡ (9x− 10y)2(mod p).

Suy ra 221 là số chính phương mod p.

Theo kí hiệu Jacobi và luật tương hỗ Gauss ta có

1 =

(
221

p

)
=

(
13

p

)
.

(
17

p

)
=
( p

13

)
.
( p

17

)
(*)

Do đó, nếu (x, p) = (y, p) = 1 thì A chỉ chứa các ước nguyên tố p mà
( p

13

)
.
( p

17

)
= 1 tức là các

số nguyên tố p mà là số chính phương mod 13 và không là số chính phương mod 17 và ngược lại. Dễ
dàng kiểm chứng được

• Nếu p là số chính phương mod13⇔ p ≡ r (modp) với r ∈ {1, 3, 4, 9, 10, 12}.
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• Nếu p là số chính phương mod 17⇔ p ≡ r (mod p), với r ∈ {1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16}.

Từ đó, ta dễ dàng tìm được 16 số nguyên tố thỏa mãn( p
13

)
.
( p

17

)
= −1

là T = {p1, p2, ..., p16} = {2, 3, 13, 17, 19, 23, 29, 47, 59, 61, 67, 79, 83, 89, 107, 113}.
Theo định lý thặng dư Trung Hoa thì tồn tại số nguyên dương n để

n ≡ −i+ pi (mod p2i ), i = 1, 16.

Khi đó ta xét tập S = {n+ 1, n+ 2, ..., n+ 16} thì tập này thỏa mãn.
Thật vậy, phản chứng, giả sử tồn tại số j và x, y để

B = n+ j = 7x2 + 9xy − 5y2.

Khi đó, ta có B ≡ pj (mod p2j ). Nếu x
...pj thì y

...pj và do đó B
...p2j . Điều này mâu thuẫn với B ≡

pj (mod p2j ). Nếu (x, pj) = 1 thì theo (∗) suy ra( pj
13

)
.
( pj

17

)
= 1

nhưng điều này lại mâu thuẫn với pj ∈ T.
Vậy tập S này thỏa mãn và đáp án của bài toán là tồn tại.
Bình luận. Bài toán này hoàn toàn là một bài toán số học đơn thuần chứ không phải là một bài
toán tổ hợp. Kiến thức để nói về bản chất của bài toán này chính là luật tương hỗ Gauss. �

Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên dương a, b, c sao cho a2 + b2 + c2 chia hết cho
3 (ab+ bc+ ca) .

Bài 8

Lời giải

Giả sử tồn tại các số nguyên dương a, b, c, n sao cho

a2 + b2 + c2 = 3n. (ab+ bc+ ca)⇔ (a+ b+ c)2 = (3n+ 2) . (ab+ bc+ ca) .

Vậy tồn tại một ước nguyên tố p của 3n+ 2 sao cho p ≡ 2 (mod 3) và vp (3n+ 2) lẻ.
Giả sử p2i−1 ‖ (3n+ 2) , i ∈ N∗ nào đó. Ta có

(a+ b+ c)2
... (3n+ 2)⇒ (a+ b+ c)2

... p2i−1

Ta suy ra được

(a+ b+ c)
... pi ⇒ (a+ b+ c)2

... p2i ⇒ (ab+ bc+ ca)
... p

⇔ [ab+ c (a+ b)]
... p⇒ [ab+ (−a− b) (a+ b)]

...p

do a+ b+ c
... p suy ra ⇔ a2 + ab+ b2

... p. Từ đó suy ra

4
(
a2 + ab+ b2

) ... p⇔ (2a+ b)2 + 3b2
... p⇒

(
−3

p

)
= 1⇒ p ≡ 1 (mod 6),

điều này mâu thuẫn. Vậy điều giả sử là sai.
Hay không tồn tại các số nguyên dương a, b, c, n thỏa mãn yêu cầu bài toán.
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Nhận xét. Bài toán trong kì thi Iran TST 2013 : Tìm tất cả các số nguyên dương a, b, c thỏa
mãn a2 + b2 + c2 chia hết cho 2013. (ab+ bc+ ca), đây là trường hợp đặc biệt của bài toán này với
n = 671k, với k ∈ N∗. �

Chuyên KHTN Hà Nội

Cho (an) xác định bởi công thức sau{
a0 = 1, a1 = 4

an+1 = 2an + 3an−1
(n ∈ N∗) .

Chứng minh rằng trong dãy số trên không có số nào là bội của 2017.

Bài 9

Lời giải

Phương trình đặc trưng của dãy số là λ2 − 2λ− 3 = 0.

Do đó ta tìm được công thức tổng quát là an =
5

4
.3n − 1

4
.(−1)n, với n > 0. Do đó ta thu được dãy

chẵn và dãy lẻ như sau 
a2k =

5

4
.32k − 1

4

a2k+1 =
5

4
.32k+1 +

1

4

Ta cần chứng minh {
5.32k − 1 6≡ 0 (mod2017)

5.32k+1 + 1 6≡ 0 (mod2017)

Tức là ta cần chứng minh 32k 6≡ −807 (mod2017) hay ta sẽ đi chứng minh
(
−807

2017

)
= −1.

Mà ta có

−1 =

(
−807

2017

)
=

(
−1

2017

)
.

(
807

2017

)
= (−1)

2017−1
2 .

(
807

2017

)
=

(
807

2017

)
.

Nên ta chỉ cần đi chứng minh là đủ
(

807

2017

)
= −1. Ta có

(
807

2017

)
=

(
3

2017

)
.

(
269

2017

)
,

Mà theo luật tương hỗ Gauss thì(
3

2017

)
.

(
2017

3

)
= (−1)

(2017−1)(3−1)
4 = 1

và (
269

2017

)
.

(
2017

269

)
= (−1)

(2017−1)(269−1)
4 = 1

Do đó, (
807

2017

)
=

(
3

2017

)
.

(
269

2017

)
=

(
2017

3

)
.

(
2017

269

)
=

(
2016 + 1

3

)
.

(
1883 + 134

269

)
=

(
1

3

)
.

(
134

269

)

Mà 134 ≡ −1

2
(mod 269) do đó

(
134

269

)
=

(
−2

269

)
.

Mà 269 không có dạng 8k + 1, 8k − 1 nên 2 không là số chính phương mod 269 nên(
−2

269

)
= −1
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Tức là ta có
(

807

2017

)
= −1, do đó ta suy ra điều phải chứng minh.

Nhận xét. Đây là một bài toán thuộc dạng dãy số số học, ngoài việc vận dụng linh hoạt các tính
chất của dãy số thì biến đổi số học là điều tối quan trọng để giải quyết nhưng bài toán dạng này. Và
những kiến thức về thặng dư bình phương là một vũ khí mạnh để vận dụng trong các biến đổi số học
đó. �

Cho dãy số nguyên (an) xác định bởi{
a0 = 1, a1 = −1

an+2 = 6an+1 + 5an
(n ∈ N)

Tìm tất cả các số nguyên tố p > 5 sao cho 14 là số chính phương mod p và ap+1 + 1
... p.

Bài 10

Lời giải

Trước tiên ta tìm tất cả các số nguyên tố p > 5 sao cho 14 là số chính phương mod p.

Do 14 là số chính phương.

Trường hợp 1. Nếu
(

7

p

)
=

(
2

p

)
= 1, khi đó ta có

1 =

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 ⇔ p ≡ ±1 (mod 8)

từ đây xảy ra hai khả năng.

• Khả năng 1. Nếu p = 56k + 8r + 1 (k, r ∈ N, r = 0, 1, 2, ..., 6) thì ta có(
7

p

)
= (−1)

(7−1)(p−1)
4 .

(p
7

)
=

(
r + 1

7

)
= 1⇔ r ∈ {0, 1, 3, 6}

khi đó ta được p ≡ 1, 9, 25, 49 (mod56) .

• Khả năng 2. Nếu p = 56k + 8r − 1 (k, r ∈ N, r = 0, 1, 2, ..., 6) thì ta có(
7

p

)
= (−1)

(7−1)(p−1)
4 .

(p
7

)
=

(
r − 1

7

)
= 1⇔ r ∈ {1, 2, 3, 5}

ta được p ≡ 7, 15, 23, 39 (mod56).

Trường hợp 2. Nếu
(

7

p

)
=

(
2

p

)
= −1, khi đó ta có

−1 =

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 ⇔ p ≡ ±3 (mod 8)

từ đây xảy ra hai khả năng.

• Khả năng 1. Nếu p = 56k + 8r + 3 (k, r ∈ N, r = 0, 1, 2, ..., 6) thì ta có(
7

p

)
= (−1)

(7−1)(p−1)
4 .

(p
7

)
=

(
r + 3

7

)
= −1⇔ r ∈ {0, 2, 3}

khi đó ta được p ≡ 3, 19, 27 (mod56).
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• Khả năng 2. Nếu p = 56k + 8r − 3 (k, r ∈ N, r = 0, 1, 2, ..., 6) thì ta có(
7

p

)
= (−1)

(7−1)(p−1)
4 .

(p
7

)
=

(
r − 3

7

)
= −1⇔ r ∈ {1, 2, 3, 6}

Khi đó ta được p ≡ 5, 13, 21, 45 (mod56) .

Vậy tất cả các số nguyên tố cần tìm có dạng

p ≡ 1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 19, 23, 25, 27, 35, 39, 45, 49 (mod 56)

Trong đó riêng trường hợp p ≡ 21 (mod 56) , loại.
Các số nguyên tố trên tồn tại do theo định lý Dirichlet với hai số nguyên dương nguyên tố cùng
nhau (a, b) thì tồn tại vô hạn các số nguyên tố cùng nhau có dạng an+ b. Trở lại với bài toán. Do 14

là số chính phương mod p nên tồn tại số nguyên dương m sao cho m2 ≡ 14 (modp).
Xét dãy số (bn) xác định như sau{

b0 = 0, b1 = −1

bn+2 = 6bn+1 +
(
m2 − 9

)
bn

(n ∈ N) ,

dễ thấy m là số thỏa mãn thì (2m, p) = 1.

Khi đó phương trình đặc trưng của (bn) là x2 − 6x+ 9−m2 = 0 có nghiệm

x1 = 3 +m, x2 = 3−m

Suy ra bn = c1.(3 +m)n + c2.(3−m)n, kết hợp với b0 = 0, b1 = −1 thì ta suy ra được

2mbn = (m+ 4) .(3 +m)n + (m− 4) .(3−m)n.

Suy ra

2mbp+1 = (m+ 4) .(3 +m)p+1 + (m− 4) .(3−m)p+1

≡ (m+ 4) .(3 +m)2 + (m− 4) .(3−m)2 (modp)

Điều này tương đương với

⇔ 2m (bp+1 + 1) ≡ 2m
(
m2 − 14

)
(mod p)⇒ bp+1 + 1 ≡ m2 − 14 ≡ 0 (mod p) (1)

Bằng quy nạp ta chứng minh được

an ≡ bn (modp) , ∀n > 0 (2)

Từ (1) và (2) ta được ap+1 + 1 ≡ 0 (mod p) .

Vậy tất cả các số nguyên tố p > 5 thỏa mãn yêu cầu bài toán là

p ≡ 1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 19, 23, 25, 27, 35, 39, 45, 49 (mod56)

Nhận xét. Bài toán trên được xây dựng trên ý tưởng của bài 6 VMO 2011 sử dụng số chính
phương modp để chứng minh cho bài toán chia hết. �

Cho đa thức P (x) = x8 − 16. Chứng minh rằng với mọi số nguyên tố p đều tìm được số nguyên

dương n sao cho P (n)
... p.

Bài 11
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Từ

P (x) = x8 − 16 =
(
x4 − 4

)
.
(
x4 + 4

)
=
(
x2 − 2

)
.
(
x2 + 2

)
.
[(
x2 + 2

)2 − 4x2
]

=
(
x2 − 2

)
.
(
x2 + 2

)
.
(
x2 − 2x+ 2

)
.
(
x2 + 2x+ 2

)
Từ đó suy ra được

P (x) =
(
x2 − 2

)
.
(
x2 + 2

)
.
[
(x− 1)2 + 1

]
.
[
(x+ 1)2 + 1

]
• Nếu 2 là số chính phương mod p thì tồn tại n ∈ N∗ : P (n) = 0, từ đây suy ra điều phải chứng

minh.

• Nếu −2 là số chính phương mod p thì tồn tại n ∈ N∗ : P (n) = 0, từ đây suy ra điều phải chứng
minh.

• Nếu −1 là số chính phương mod p thì tồn tại n ∈ N∗ : P (n) = 0, từ đây suy ra điều phải chứng
minh.

• Nếu −2,−1, 2 đều không là số chính phương mod p hay là

(−1)
p−1
2 ≡ −1 (mod p) ; (−2)

p−1
2 ≡ −1 (mod p) ; 2

p-1
2 ≡ −1 (mod p) .

Nhưng rõ ràng ta có

2
p−1
2 = (−2)

p−1
2 .(−1)

p−1
2 ≡ (−1) . (−1) ≡ 1 (mod p) ,

điều này vô lý.

Từ đây ta suy ra kết luận của bài toán.
Nhận xét. Từ cách giải của bài toán trên, ta có thể giải được bài toán tương tự sau. Cho đa thức

P (x) =
(
x2 − a

)
.
(
x2 − b

)
.
(
x2 − ab

)
,

trong đó a, b là hai số nguyên tố phân biệt. Chứng minh rằng với mọi số nguyên tố p, đều tìm được

số nguyên dương n sao cho P (n)
... p. �

Cho f(x) là một tam thức bậc hai với hệ số nguyên thỏa mãn, với mọi số nguyên tố p đều tồn

tại ít nhất một số nguyên n sao cho f(n)
... p. Chứng minh rằng f(x) có nghiệm hữu tỉ.

Bài 12

Lời giải

Bổ đề. Cho a là một số nguyên dương không chính phương. Khi đó tồn tại vô số số nguyên tố p sao
cho a không là số chính phương mod p.

Chứng minh. Bạn đọc xem ở bài 31.
Đặt f(x) = ax2 + bx+ c (a, b, c ∈ Z, a 6= 0) .

Ta chỉ cần chứng minh ∆ = b2 − 4ac là số chính phương.
Chọn p là một số nguyên tố bất kì theo giả thiết tồn tại số nguyên n sao cho

f(n)
...p⇔ an2 + bn+ c ≡ 0 (modp)⇔ b2 − 4ac ≡ (2an+ b)2 (modp)

Do đó
(
b2 − 4ac

p

)
= 1. Khi đó theo Bổ đề thì ta có ∆ = b2 − 4ac là số chính phương.

Từ đây suy ra điều phải chứng minh của bài toán. �
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1998 Bulgarian MO

Cho m, n là hai số nguyên dương thỏa mãn A =
(m+ 3)n + 1

3m
là số nguyên. Chứng minh rằng

A là số lẻ.

Bài 13
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• Nếu m là số lẻ thì (m+ 3)n + 1 và 3m là các số lẻ nên suy ra A là số lẻ.

• Nếu m là số chẵn. Do A là số nguyên nên suy ra

0 ≡ (m+ 3)n + 1 ≡ mn + 1 (mod 3) .

Suy ra n phải là số lẻ.

Đặt n = 2t+ 1, t ∈ N∗ và
m ≡ −1 (mod 3) (*)

Khi đó ta xét các trường hợp sau.
Trường hợp 1. Nếu m = 8m1,m1 ∈ N∗ Khi đó ta có

(m+ 3)n + 1 ≡ 3n + 1 ≡ 4 (mod8)⇒ (m+ 3)n + 1 = 8M + 4,M ∈ N∗

và mẫu số
3m ≡ 0 ( mod 8)⇒ 3m = 8M ′,M ′ ∈ N∗

điều này mâu thuẫn với giả thiết A là số nguyên.
Trường hợp 2. Nếu m = 8m1 + 2, m1 ∈ N* và m = 8m1 + 6, m1 ∈ N* hay m ≡ 2 (mod4)

Khi đó
(m+ 3)n + 1 ≡ (2 + 3)n + 1 ≡ 2 (mod4)⇒ (m+ 3)n + 1 = 4M + 2,M ∈ N*

và mẫu số 3m ≡ 2 (mod4)⇒ 3m = 4M ′ + 2,M ′ ∈ N∗ với A là số lẻ.
Trường hợp 3. Nếu m = 8m1 + 4,m1 ∈ N∗ kết hợp với (∗) nên m1 ≡ −1 (mod 3).
Do vậy tồn tại số nguyên tố p là ước của m1 sao cho

p ≡ −1 (mod 3) (**)

Do A ∈ Z⇒ 0 ≡ (m+ 3)n + 1 ≡ 3n + 1 ≡ 32k+1 + 1 (mod m)

32k+1 ≡ −1 (modm)⇒ 32k+1 ≡ −1 (modp)

⇒
(

3k+1
)2
≡ −3 (mod p)⇒

(
−3

p

)
= 1⇒ p ≡ 1 (mod6)

điều này mâu thuẫn với (∗∗).
Từ đây suy ra điều phải chứng minh của bài toán.
Nhận xét. Ngoài cách giải trên ta có thể chứng minh được rằng “Mọi ước lẻ của 3n + 1, n lẻ đều có
dạng 6k + 1, k ∈ N” và sử dụng điều đó kết hợp với việc chia các trường hợp m là số chẵn ta có điều
phải chứng minh. �

Chứng minh rằng phương trình x2 + 5 = y3 không có nghiệm nguyên.

Bài 14
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Giả sử phương trình x2 + 5 = y3 có nghiệm nguyên (x, y) .

Nếu y chẵn thì
x2 + 5 ≡ 0 (mod 8)⇒ x2 ≡ 3 (mod 8) ,

điều này vô lý. Do đó y phải là số lẻ.
Xét phương trình

x2 + 5 = y3 ⇔ x2 − 3 = y3 − 8 = (y − 2) .
(
y2 + 2y + 4

)
,

do y là số lẻ nên y2 + 2y + 4 lẻ, gọi p là một ước nguyên tố bất kì của y2 + 2y + 4 suy ra p lẻ và

p ≡ 3 (mod 4) (*)

Từ điều kiện

y2 + 2y + 4 ≡ 0 (mod p)⇒ (y + 1)2 + 3 ≡ 0 (mod p)⇒
(
−3

p

)
= 1.

Mặt khác

x2 − 3 = (y − 2) .
(
y2 + 2y + 4

)
⇒ x2 − 3 ≡ 0 (mod p)⇒

(
3

p

)
= 1.

Nên ta có

1 =

(
−3

p

)
=

(
3

p

)
.

(
−1

p

)
=

(
−1

p

)
⇒ p ≡ 1 (mod 4) (**)

Vậy (∗) và (∗∗) mâu thuẫn với nhau suy ra điều giả sử là sai hay phương trình

x2 + 5 = y3

không có nghiệm nguyên
Nhận xét. Ta có thể giải bài toán trên thông qua việc sử dụng kí hiệu Jacobi như sau. Do y là số
lẻ, nếu

y ≡ 3 (mod 4)⇒ x2 = y3 − 5 ≡ 33 − 5 ≡ 2 (mod 4) ,

điều này vô lý. Suy ra
y ≡ 1 (mod 4)⇒ y = 4z + 1, z ∈ Z.

Khi đó ta có
x2 + 4 = y3 − 1 = (y − 1) .

(
y2 + y + 1

)
= 4z.

(
16z2 + 12z + 3

)
.

Suy ra
x2 + 4 ≡ 0

(
mod 16z2 + 12z + 3

)
⇒ x2 ≡ −4

(
mod 16z2 + 12z + 3

)
.

Sử dụng kí hiệu Jacobi ta được(
−4

16z2 + 12z + 3

)
=

(
−1

16z2 + 12z + 3

)
= −1,

vô lí vì 16z2 + 12z + 3 ≡ 3 (mod 4) .

Vậy phương trình không có nghiệm nguyên. �

2008 Serbia MO

Tìm tất cả các nghiệm nguyên không âm của phương trình 12x + y4 = 2008z.

Bài 15
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Nếu z > 0 thì y > 0.

Nếu x là số chẵn thì vế trái của phương trình có dạng

a2 + b2, a, b ∈ N∗ (1)

Nếu x là số lẻ thì vế trái của phương trình có dạng

a2 + 3b2, a, b ∈ N∗ (2)

Mà 2008 = 251.8, p = 251 là số nguyên tố và a, b đều không chia hết cho 251.

Từ (1) ta suy ra

a2 ≡ −b2 (mod251)⇒
(
−1

251

)
= 1

Từ (2) ta suy ra

a2 ≡ −3b2 (mod251)⇒
(
−3

251

)
= 1.

Mặt khác ta có (
−1

251

)
= (−1)

251−1
2 = 1,

điều này vô lý và(
−3

251

)
=

(
−1

251

)
.

(
3

251

)
= −

(
3

251

)
= −(−1)

251−1
2 .

(
251

3

)
=

(
2

3

)
= −1,

điều này vô lý.
Vậy z = 0⇒ x = y = 0.

Phương trình có nghiệm duy nhất là x = y = z = 0. �

Cho số nguyên dương k, p = 4k + 1 (k ∈ N∗) là một số nguyên tố. Chứng minh rằng kk − 1 chia
hết cho p.

Bài 16
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Ta có

p = 4k + 1⇒ k =
p− 1

4
= −

(
p− 1

2

)2

+ p.

(
p− 1

4

)
= −

(
p− 1

2

)2

+ kp

Suy ra

k ≡ −
(
p− 1

2

)2

(modp)⇒
(
p− 1

2

)2

≡ −k (modp)

⇔
(
−k
p

)
= 1⇔ (−k)

p−1
2 ≡ 1 (modp) (1)

Mặt khác
(−k)

p−1
2 ≡ (−1)

p−1
2 .k

p−1
2 ≡ k

p−1
2 (modp) (2)

Từ (1) và (2) suy ra
k

p−1
2 ≡ 1 (modp)

Mà ta có

kk ≡ (−1)k.

(
p− 1

2

)2k

≡ (−1)k.2
p−1
2 .k

p−1
2 ≡ (−1)k.2

p−1
2 (modp)
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Nếu k là số chẵn, k = 2t, t ∈ N∗ suy ra

p = 8t+ 1⇒
(

2

p

)
= 1⇔ 2

p−1
2 ≡ 1 (modp) , (−1)k = 1.

Vậy kk ≡ 1 (modp)⇔ kk − 1
... p.

Nếu k là số lẻ, k = 2t+ 1, t ∈ N* suy ra

p = 8t+ 5⇒
(

2

p

)
= −1⇔ 2

p−1
2 ≡ −1 (modp) , (−1)k = −1.

Vậy kk ≡ 1 (modp)⇔ kk − 1
... p..

Từ đây ta suy ra kết luận của bài toán. �

Gabriel Dospinescu

Cho p là số nguyên tố có dạng 4k + 1, k ∈ N*, sao cho 2p − 2
...p2. Chứng minh rằng ước nguyên

tố lớn nhất q của 2p − 1 thỏa mãn bất đẳng thức 2q > (6p)p.

Bài 17
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Giả sử rằng
2p − 1 = qk11 .q

k2
2 ...q

km
m .

Trong đó
qi ∈ P, ki ∈ N∗,∀i = 1, m, q1 < q2 < ... < qm.

Lại đặt qi = 1 + xip (xi ∈ N) , ∀i = 1, m.

Ta có
2p − 1 = (1 + x1p)

k1 .(1 + x2p)
k2 ...(1 + xmp)

km .

Theo giả thiết ta có

2p − 2 ≡ 0
(
modp2

)
⇒ 1 ≡

m∏
i=1

(1 + xip)
ki
(
modp2

)
Để ý rằng ta có

(1 + xip)
ki = 1 +

ki
1
.xip+

ki (ki − 1)

2
.x2i p

2 + ...+ xkii p
ki ≡ 1 + kixip

(
modp2

)
Do vậy mà

m∏
i=1

(1 + kixip) ≡ 1
(
modp2

)
⇒ 1 +

m∑
i=1

kixip ≡ 1
(
modp2

)
⇒

m∑
i=1

kixi ≡ 0 (modp)

⇒ xm

m∑
i=1

ki >

m∑
i=1

xiki > p.

Ta cũng có

2p − 1 ≡ 0 (modpi)⇒ 2p+1 ≡ 2 (modqi)⇒
(

2

qi

)
= 1

⇔ qi ≡ ±1 (mod8)⇒ 1 + xip ≡ ±1 (mod 8)

⇒ xi
...8 ∨ xip ≡ 6 (mod8)

⇒ xi
...8 ∨ xi ≡ 6 (mod8)⇒ xi > 6.
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Từ đó dẫn đến

2p − 1 =
m∏
i=1

(1 + xip)
ki > (6p)k1+k2+...+km ⇒ 2pxm > (6p)xm(k1+k2+...+km) > (6p)p.

Hay
2q−1 = 2qm−1 > (6p)p ⇒ 2q > 2.(6p)p.

Từ đây bài toán được giải quyết trọn vẹn và ta suy ra điều phải chứng minh. �

Chứng minh rằng không tồn tại nghiệm nguyên dương của phương trình sau

4xyz − x− y = t2

Bài 18
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Giả sử phương trình tồn tại nghiệm nguyên dương là (x, y, z, t) . Khi đó, ta có

4xyz − x− y = t⇔ 16xyz2 = 4xz + 4yz + 4zt2

⇔ 4zt2 + 1 = (4xz − 1) (4yz − 1)

⇒ (2zt)2 ≡ −z (mod (4yz − 1)) (*)

Giả sử z = 2kb với k là số nguyên không âm và b lẻ.
Từ (∗), sử dụng các tính chất của kí hiệu Jacobi

1 =

(
−z

4yz − 1

)
=

(
−1

4yz − 1

)(
2k

4yz − 1

)(
b

4yz − 1

)
= −

(
2

4yz − 1

)k (−1

b

)
(−1)

b−1
2

= −
(

2

4yz − 1

)k((4.2ky) b− 1

b

)
(−1)

b−1
2 = −

(
2

4yz − 1

)k (−1

b

)
(−1)

b−1
2 = −

(
2

4yz − 1

)k
= T

Nếu k chẵn thì T = −1, vô lý.
Nếu k lẻ thì k > 1. Do đó

4yz − 1 =
(

4.2k
)
by − 1 ≡ −1 (mod8)⇒

(
2

4yz − 1

)
= 1⇒ T = −1

Điều này vô lý. Vậy phương trình không có nghiệm nguyên dương. �

Cho hai hàm số f, g : N∗ → N∗ thỏa mãn đồng thời hai điều kiện
i. g là toàn ánh
ii. 2f(n)2 = n2 + g(n)2, ∀n ∈ N
Chứng minh rằng nếu |f (n)− n| 6 2013

√
n, ∀n ∈ N∗ thì f có vô số điểm bất động.

Bài 19
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Theo định lý Dirichlet, tồn tại vô hạn các số nguyên tố (pi) với pi có dạng 8k + 3.
Vì g là toàn ánh nên tồn tại vô hạn các số nguyên dương {xn} sao cho g (xn) = pn ∀n.
Theo điều kiện ii ta có

2f(xn)2 = xn
2 + g(xn)2 = xn

2 + pn
2 ≡ xn2 (modpn)
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Do pn ≡ 3 (mod8) nên 2 là số không chính phương (modpn).
Do đó tồn tại vô hạn hai dãy số nguyên dương {an} , {bn} sao cho{

xn = anpn
f (xn) = bnpn

∀n = 1, 2, ...

Khi đó ta có

2bn
2pn

2 = an
2pn

2 + pn
2 ⇒ 2bn

2 = an
2 + 1⇒ bn

an
=

√
an2 + 1√

2an

Mà lim
n→+∞

xn = +∞, theo giả thiết, ta có

|f (n)− n| 6 2013
√
n⇒ 2013

√
xn
>

∣∣∣∣f (xn)

xn
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ bnan − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1√
2

√
an2 + 1

an2
− 1

∣∣∣∣∣∣
⇒ 0 6 lim

∣∣∣∣∣∣ 1√
2

√
an2 + 1

an2
− 1

∣∣∣∣∣∣ 6 lim
2013
√
xn

= 0

Do đó lim
n→∞

√
an

2 + 1

an2
=
√

2⇒ lim an = 1.

Mà {an} là dãy vô hạn số nguyên dương nên ∃N0 ∈ N∗ : an = 1∀n > N0 ⇒ bn = 1∀n > N0.
Do vậy f (pn) = f (xn) = pn∀n > N0 hay hàm f có vô số điểm bất động. �

Cho dãy {un} xác định bởi {
u1 = 1, u2 = 11

un+2 = un+1 + 5un ∀n ∈ N∗

Chứng minh rằng un không là số chính phương ∀n > 3.

Bài 20
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Bằng phương pháp quy nạp, ta sẽ chứng minh

un+2k = −(−5)kun + un+k∀k ∈ N∗ (*)

Dễ chứng minh được rằng

u6k+2 ≡ u6k+4 ≡ −1 (mod4) , u6k ≡ 2 (mod4) , ∀k ∈ N

Với k = 0 ta thấy (∗) đúng. Giả sử (∗) đúng k với.
Xét với k + 1 , ta có

u6(k+1) = u6k+6 = 11u6k+4 − 25u6k+2 ≡ −11 + 25 ≡ 2 (mod4)

u6(k+1)+2 = u6k+8 = 11u6k+6 − 25u6k+4 ≡ 11.2 + 25 ≡ −1 (mod4)

u6(k+1)+4 = u6k+10 = 11u6k+8 − 25u6k+6 ≡ −11− 25.2 ≡ −1 (mod4)

Như vậy (∗) cũng đúng với k + 1.
Trước tiên, ta đi chứng minh u4k+1 không là số chính phương với mọi n ∈ N∗. Giả sử tồn tại m sao cho
m ∈ N∗,m ≡ 1 (mod4) thỏa mãn um là số chính phương. Đặt m = 1 + 3r.2k, r ∈ N, k ∈ N∗, 2|k, 3 - k.
Ta có

um = u1+3r.2k ≡ (−5)2ku1+(3r−2).2k

≡ ... ≡ −(−5)3
r.ku1 ≡ −(−5)3

rk (moduk)
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Gọi p là một ước nguyên tố bất kì của uk, vì (un, 5) = 1∀n ∈ N∗ nên ta suy ra (uk, 5) = 1.
Ta có um ≡ −(−5)3

r.k (modp), mà k chẵn, um là số chính phươmg, nên(
−1

p

)
= 1⇒ p ≡ 1 (mod4)⇒ uk ≡ 1 (mod4)

Điều này vô lý vì k chẵn nên uk ≡ 1, 2 (mod4). Bằng cách chứng minh tương tự, ta chỉ ra được rằng
u4k+3 cũng không là số chính phương.
Vậy un không là số chính phương với mọi n > 3. �

Giả sử rằng a1, a2, ..., a2004 là các số nguyên âm thỏa mãn an1 +an2 + ...+an2004 là số chính phương
với mọi số nguyên dương n . Tìm số nhỏ nhất các số bằng 0 trong các số a1, a2, ..., a2004.

Bài 21

Lời giải

Lấy số nguyên tố p > N = max {2004, ai|i = 1, 2, ..., 2004} và lấy n = p− 1. Khi đó ta có

2004∑
i=1

ai
n =

2004∑
i=1

ai
p−1 ≡ k (modp)

trong đó k là số số hạng của dãy a1, a2, ..., a2004 mà không chia hết cho p.

Ta có 0 < k < p. Mà
n∑
i=1

ai
n là số chính phương nên ta có

(
k

p

)
= 1 ∀p nguyên tố lớn hơn N hay k là

số chính phương. Đặt k = l2, từ đây suy ra

l2 6 2004⇒ l 6 44⇒ k 6 442 = 1936

Do vậy, có ít nhất 2004− 1936 = 68 số bằng 0 trong dãy a1, a2, ..., a2004. Mặt khác ta xét dãy

ai = m2∀i = 1, 1936; ai = 0∀i = 1937, 2004

Khi đó ta được
n∑
i=1

ai
n = 1936

(
m2
)n

= (44mn)2

Vậy 68 là số cần tìm. �

Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương n sao cho n2 + 1 có ước nguyên tố lớn hơn
2n+

√
10n.

Bài 22

Lời giải

Xét p là một số nguyên tố có dạng 8k + 1, khi đó −1 là số chính phương mod p, hay phương trình
đồng dư x2 = −1 (modp) có hai nghiệm thuộc [1; p− 1]. Ta gọi 2 nghiệm đó là x1, x2 sao cho

1 6 x1 6
p− 1

2
< x2 6 p− 1

Chọn n = x1, khi đó ta có p|n2 + 1, n 6
p− 1

2
. Ta sẽ đi chứng minh p > 2n+

√
10n.
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Do 1 6 n 6
p− 1

2
nên ta đặt n =

p− 1

2
− u, 0 6 u < p− 1

2
, ta có

n2 ≡ −1 (modp)

⇒
(
p− 1

2
− u
)2

≡ −1 (modp)

⇒ (p− 1− 2u) + 4 ≡ 0 (modp)

⇒ (2u+ 1)2 + 4 ≡ 0 (modp)

⇒ ∃r ∈ N∗ : (2u+ 1)2 + 4 = rp

Mặt khác ta lại có

(2u+ 1)2 + 4 = 4u (u+ 1) + 1 ≡ 1 (mod8)⇒ rp ≡ 5 (mod8)

⇒ r ≡ 5 (mod8)

⇒ r > 5(2u+ 1)2 + 4 > 5p

⇒ u >
1

2

(√
5p− 4− 1

)
Đặt
√

5p− 4 = v ⇒ u >
1

2
(v − 1), ta có

n =
p− 1

2
− u 6 p− 1

2
− 1

2
(v − 1)

=
1

2
(p− v) =

1

2

(
v2 + 4

5
− v
)

⇒ v2 − 5v + 4− 10n > 0

⇒ (2v − 5)2 > 40n+ 9

⇒ v >
1

2

(
5 +
√

40n+ 9
)

Mặt khác, do

n 6
1

2
(p− v)⇒ p > 2n+ v > 2n+

1

2

(
5 +
√

40n+ 9
)
> 2n+

√
10n

Do có vô hạn số nguyên tố p có dạng 8k + 1 nên bài toán được chứng minh. �

Cho P (x) và Q (x) là hai đa thức hệ số nguyên, nguyên tố cùng nhau trên Q. Giả sử rằng với
mọi n ∈ Z thì P (n) , Q (n) nguyên dương và 2Q(n) − 1 chia hết cho 3P (n) − 1 . Chứng minh rằng
Q (x) là một đa thức hằng.

Bài 23

Lời giải

Do P (x) , Q (x) ∈ Z [x] và nguyên tố cùng nhau trên Q [x] nên tồn tại các đa thức u (x) , v (x) ∈ Z [x]

và số nguyên dương d sao cho

P (x)u (x) +Q (x) v (x) = d⇒ gcd (P (n) , Q (n)) 6 d∀n ∈ Z

Giả sử Q (x) không là hằng số. Khi đó dãy {Q (n) |n ∈ Z} không bị chặn, mà ta lại có

Q (n) ∈ N∗∀n ∈ Z

nên degQ chẵn và hệ số bậc cao nhất của Q (x) dương. Từ đó ta có thể chọn m ∈ Z sao cho

M = 2Q(m) − 1 > 3max{P (0),P (1),P (2),...,P (d)}
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Ta có
M = 2Q(m) − 1|3P (m) − 1 (*)

nên (M, 2) = (M, 3) = 1. Gọi a, b tương ứng là bậc của 2, 3 modulo M . Từ (*) ta có

a|Q (m) , b|P (m)⇒ gcd (a, b) 6 gcd (Q (m) , P (m)) 6 d

Đặt gcd (a, b) = s, khi đó tồn tại các số nguyên x0, y0 sao cho s = ax0 + by0.
Do 1 6 s < d nên tồn tại k ∈ N, 0 6 k < d sao cho s = d − k. Ta sẽ chứng minh rằng tồn tại các số
nguyên x, y sao cho 0 6 m+ ax+ by 6 d. Chọn x = tx0, y = ty0 , ta có

0 6 m+ ax+ by 6 d⇔ 0 6 m+t (ax0 + by0) 6 d

Điều này tương đương với

0 6 m+ t (d− k) 6 d⇔ −m
d− k

6 t 6
d−m
d− k

Do
d−m
d− k

− −m
d− k

=
d

d− k
> 1 nên tồn tại số nguyên t thỏa mãn. Ta có Q (x) ∈ Z [x] nên

Q (m+ ax) ≡ Q (m) (moda)⇒ 2Q(m+ax+by) ≡ 2Q(m) ≡ 1 (modM)

⇒M |2Q(m+ax) − 1|3P (m+ax) − 1

Tương tự, ta có

P (m+ ax+ by) ≡ P (m+ ax) (modb)

⇒ 3P (m+ax+by) ≡ 3P (m+ax) ≡ 1 (modM)

⇒M 6 3P (m+ax+by) − 1 6 3max{P (0),P (1),P (2),...P (d)} − 1

6 2Q(m) − 2 = M − 1

điều này là vô lý. Vậy Q (x) = const. �

Iran TST 2004

Cho số nguyên tố p và số nguyên dương k, chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương n sao cho(
n

p

)
=

(
n+ k

p

)
Bài 24

Lời giải

Bài toán tương đương với việc chứng minh tồn tại số nguyên dương n để(
n (n+ k)

p

)
= 1

Ta giả sử tồn tại 1 6 k 6 p− 1 sao cho(
n (n+ k)

p

)
= −1, ∀1 6 n 6 p− 1

Vì với mỗi số nguyên tố p bất kì, có đúng
p− 1

2
số không chính phương (modp).

Do đó nếu f (n, k, p) = n (n+ k) (modp) nhận nhiều hơn
p− 1

2
giá trị phân biệt thì theo định lý
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Dirichlet , tồn tại ít nhất một số chính phương (modp). Như vậy, tập giá trị của f (n, k, p) nhận

không quá
p− 1

2
phần tử, do đó ta có ít nhất ba số x, y, z nguyên phân biệt sao cho

{
1 6 x, y, z 6 p− 1

f (x, k, p) = f (y, k, p) = f (z, k, p)
⇒ x (x+ k) ≡ y (y + k) ≡ z (z + k) (modp)

⇔


p|x+ y + k

p|y + z + k

p|z + x+ k

⇔ x ≡ y ≡ z (modp)

Điều này vô lí vì x, y, z phân biệt và 1 6 x, y, z 6 p− 1.
Bài toán được chứng minh. �

Korea Final 2000

Cho số nguyên tố p = 4k + 1, tính
p−1∑
x=1

(⌊
2x2

p

⌋
− 2

⌊
x2

p

⌋)
.

Bài 25

Lời giải

Ta dễ thấy b2xc − 2 bxc 6 1∀x ∈ R.
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi {x} > 1

2
. Ta sẽ đi tìm số đồng dư của một số chính phương khi

chia cho số nguyên tố p = 4k + 1 sao cho nó lớn hơn
p− 1

2
. Theo tính chất số (1) của thặng dư bình

phương, ta có đúng
p− 1

2
số chính phương (modp). Vì p = 4k + 1 nên ta suy ra

(
−1

p

)
= 1⇒

(
−a2

p

)
= 1⇒

(
a

p

)
=

(
−a
p

)
=

(
p− a
p

)

Như vậy, ta sẽ có đúng
p− 1

4
số chính phương (modp) không lớn hơn

p− 1

2
và đúng

p− 1

4
số chính

phương (modp) lớn hơn
p− 1

2
. Do đó

p−1∑
x=1

(⌊
2x2

p

⌋
− 2

⌊
x2

p

⌋)
=
p− 1

2

vì nếu


∀i, j ∈ N
1 6 i, j 6 p− 1

i+ j = p

thì i2 ≡ j2 (modp).

Bài toán được giải quyết. �

a) Chứng minh rằng số 2n + 1 không có ước nguyên tố dạng 8k − 1.
b) Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, số 23

n
+ 1 có ít nhất n ước nguyên tố có dạng

8k + 3.

Bài 26

Lời giải

a) Giả sử rằng tồn tại số p nguyên tố có dạng 8k − 1 sao cho p| (2n + 1).
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• Nếu n chẵn thì

−1 ≡
(

2
n
2

)2
(modp)⇒

(
−1

p

)
= 1⇒ p ≡ 1 (mod4)

điều này mâu thuẫn.

• Nếu n lẻ, do p ≡ −1 (mod8) nên

−2 ≡
(

2
n+1
2

)2
(modp)⇒ 1 =

(
−2

p

)
=

(
−1

p

)(
2

p

)
= (−1)

p−1
2

+ p2−1
8 = −1

điều này cũng mâu thuẫn.

Vậy số 2n + 1 không có ước nguyên tố dạng 8k − 1.
b) Từ chứng minh ở câu a, ta nhận thấy
“Nếu n lẻ thì 2n + 1 không có ước nguyên tố dạng 8k + 5.”
Do đó mọi ước nguyên tố của 23

n
+ 1 đều đồng dư 1 hoặc 3 (mod8). Ta có

23
n

+ 1 = (2 + 1)
(
22 − 2 + 1

) (
22.3 − 23 + 1

)
...
(

22.3
n−1 − 23

n−1
+ 1
)

Đặt si = 22.3
i − 23

i
+ 1,∀1 6 i 6 n− 1. Ta sẽ chứng minh rằng ∀1 6 i 6 j 6 n− 1 thì gcd (si, sj) = 3.

Dễ thấy
si ≡ 1− (−1) + 1 ≡ 3 (mod9)⇒ 3||s∀i

Gọi p là một số nguyên tố chia hết gcd (si, sj). Khi đó

p|si|
(

23
i+1

+ 1
)
⇒ 23

j
=
(

23
i+1
)3j−i−1

≡ (−1)3
j−i−1

≡ −1 (modp)

⇒ 0 ≡ sj = 22.3
j − 23

j
+ 1 ≡ 1− (−1) + 1 ≡ 3 (modp)⇒ p = 3

Vậy gcd (si, sj) = 3∀1 6 i 6 j 6 n− 1. Lấy i ∈ {1, 2, ..., n− 1}.
Nếu mọi ước nguyên tố của si (trừ 3 ) đều có dạng 8k+ 1 thì si ≡ 3 (mod8). Điều này vô lý vì 3||si∀i.
Do vậy mỗi si đều có ít nhật một ước nguyên tố x pi dạng 8k + 3 mà pi 6= 3.
Do gcd (si, sj) = 3 nên pi 6= pj∀1 6 i < j 6 n− 1. Như vậy 23

n
+ 1 có ít nhất n ước nguyên tố dạng

8k + 3 là 3, p1, p2, ..., pn−1. �

Cho số nguyên dương a. Xét dãy số nguyên {xn} xác định bởi x1 = a, xn+1 = 2xn+1∀n > 1. Đặt
yn = 2xn −1 . Tìm số nguyên dương k lớn nhất sao cho tồn tại số nguyên dương a để y1, y2, ..., yk
đều là số nguyên tố.

Bài 27

Lời giải

Nhận xét 1. Nếu 2m − 1 là số nguyên tố thì m cũng là số nguyên tố.
Nhận xét 2. Nếu p là số nguyên tố có dạng 4m+ 3 và q = 2p+ 1 cũng là số nguyên tố thì q|2p − 1.
Chứng minh.
Theo định lý Fermat ta có

q|2q−1 − 1 = 22p − 1 = (2p − 1) (2p + 1)

Gọi α = ordq (2), suy ra α|2p⇒ α ∈ {2, p, 2p}. Ta xét 2 trường hợp.

• Nếu α = 2⇒ q|22 − 1 = 3⇒ 1 = 3⇒ p = 1, điều này là vô lý.

• Nếu α = 2p, từ đây suy ra q 6 |2p− 1⇒ q|2p + 1⇒ −2 ≡
(

2
p+1
2

)2
(modq) hay

(
−2

q

)
= 1 nhưng

q = 2p+ 1 = 8m+ 7, điều này là vô lý.
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Vậy α = p⇒ q|2p − 1.
Trở lại bài toán.

Với k = 2, chọn a = 2 ta được y1 = 2, y2 = 31, y3 = 2047 = 23.89. Giả sử tồn tại k > 3 sao cho tồn
tại a ∈ N∗ thỏa mãn y1, y2, ..., yk đều là các số nguyên tố. Khi đó theo nhận xét 1 ta có x1, x2, ..., xk
cũng là số nguyên tố. Nói riêng y3 là số nguyên tố nên theo trên ta có a > 3, mà a = x1 nguyên tố
nên a lẻ, suy ra

xn ≡ 3 (mod4)∀n > 2

Ta có x2 ≡ 3 (mod4) , x3 = 2x2 + 1 , x2, x3 nguyên tố nên theo nhận xét 2, ta có x3|2x2 − 1 nhưng
2x2 − 1 = y2 là số nguyên tố nên

x3 = 2x2 − 1⇒ 4a+ 3 = 22a+1 − 1

Điều này vô lý vì a > 3.
Vậy k = 2 là giá trị lớn nhất cần tìm. �

Tìm tất cả các số nguyên dương k thỏa mãn với k số nguyên tố lẻ đầu tiên p1, p2, ..., pk, tồn tại
các số nguyên dương a, n (n > 1) sao cho p1p2...pk = an + 1.

Bài 28

Lời giải

Giả sử k là số nguyên dương sao cho tồn tại các số nguyên dương a, n (n > 1) thỏa mãn p1p2...pk = an+1

với p1, p2, ..., pk là k số nguyên tố lẻ đầu tiên.

• Xét n chẵn, ta có −1 ≡
(
a

n
2

)2
(modpi) ∀i = 1, k, từ đây suy ra(
−1

pi

)
= 1∀i = 1, k ⇒

(
−1

3

)
= 1

điều này là vô lý.

• Xét n lẻ, giả sử tồn tại i ∈ {1, 2, ..., k} sao cho pi|n. Khi đó ta có

pi|an + 1 =
(
a

n
pi

)pi
+ 1

Mà theo định lý Fermat nhỏ thì

pi|
(
a

n
pi

)pi
− a

n
pi ⇒ pi|a

n
pi + 1

Do đó ta được

vpi (an + 1) = vpi

((
a

n
pi

)pi
+ 1
)

= vpi

(
a

n
pi + 1

)
+ vpi (pi) > 2⇒ pi

2|an + 1

Suy ra pi2|p1p2...pk. Vô lý vì các pj nguyên tố đôi một phân biệt. Kết hợp với n lẻ, n > 1 ta suy
ra tất cả các ước nguyên tố của n đều lớn hơn pk. Do đó n > pk. Giả sử a không có ước nguyên
tố lẻ thì a = 2m,m ∈ N∗, ta suy ra p1p2...pk = 2mn + 1. Ta xét 2 trường hợp.

– Nếu m chẵn thì
(
−1

pi

)
= 1∀i = 1, k, điều này là vô lý.

– Nếu m lẻ thì 2x2 + 1 ≡ 0 (mod5) ,vì dễ thấy k > 2, với x = 2
2mn−1

2 , ta suy ra

x2 ≡ 2 (mod5)⇒
(

2

5

)
= 1

điều này vô lý.
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Vậy tồn tại p nguyên tố lẻ sao cho p|a mà (a, pi) = 1∀i = 1, k nên p > pk, suy ra

pip2...pk = an + 1 > pk
pk

Vậy không tồn tại số nguyên dương k thỏa mãn bài toán. �

Cho số nguyên tố p > 3, p = 4n+ 1. Tính S1 =
n∑
i=1

[√
ip
]
.

Bài 29

Lời giải

Trước tiên ta phát biểu và chứng minh bổ đề sau.

Bổ đề. Với p là một số nguyên tố lẻ thì trong tập S = {1, 2, ..., p− 1} có
p− 1

2
số chính phương

modp và
p− 1

2
số không chính phương modp.

Chứng minh.

Với mỗi i ∈ S1 =
{

1, 2, ..., p−12

}
, gọi ri ∈ S là số duy nhất mà i2 ≡ ri (modp). Dễ thấy rj 6= rj∀i 6= j,

khi đó tập hợp A =
{
ri : ri ∈ S, i2 ≡ ri (modp) , i ∈ S1

}
có đúng

p− 1

2
phần tử. Ta chứng minh rằng

A là tập tất cả các số chính phương modp trong S. Giả sử a ∈ S sao cho tồn tại k ∈ S thỏa mãn
a ≡ k2 (modp).

• Nếu k ∈ S1 ⇒ a = rk ∈ A.

• Nếu k /∈ S1 ⇒ h = p− k ∈ S1; a ≡ h2 (modp)⇒ a = rh ∈ A.

Bổ đề được chứng minh.
Trở lại bài toán.

Đặt S =
n∑
i=1

[√
ip
]
. Dễ thấy

[√
np
]

= 2n. Cho x nhận lần lượt các giá trị 1, 2, ..., n và với mỗi x như

thế, tương ứng ta cho y nhận các giá trị[√
(x− 1) p

]
+ 1,

[√
(x− 1) p+ 2

]
, ..., [
√
xp]

Đặt r = r (x, y) = xp− y2 ta suy ra r ∈ (0, p).
Dễ thấy −r = y2 − xp ≡ y2 (modp)⇒

(
−r
p

)
= 1. Mà p ≡ 1 (mod4) nên(

−1

p

)
= 1⇒

(
r

p

)
= 1

Giả sử ta có r (x1, y1) = r (x2, y2), suy ra

x1p− y12 = x2p− y22 ⇒ p| (y1 − y2) (y1 + y2)

Mà 0 < y1 + y2 < 2
[√
np
]

= 4n < p và −p < y1 − y2 < p nên y1 − y2 = 0 hay y1 = y2, x1 = x2, hay
r (x, y) đôi một phân biệt. Như vậy ta có các số r (x, y) là

N =

n∑
x=1

(
[
√
xp]−

[√
(x− 1) p

])
= [
√
np] = 2n =

p− 1

2
=

số thặng dư bình phương modp trong tập {1, 2, ..., p− 1}. Do p ≡ 1 (mod4) nên(
r

p

)(
p− r
p

)
≡ r

p−1
2 .(p− r)

p−1
2 ≡ r

p−1
2 .(−r)

p−1
2 = rp−1 ≡ 1 (modp)

⇒
(
r

p

)
= 1⇔

(
p− r
p

)
= 1
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Mà rõ ràng r 6= p− r nên tập các thặng dư bình phương modp trong tập {1, 2, ..., p− 1} có thể phân

hoạch thành
p− 1

4
cặp, mỗi cặp có tổng bằng p, suy ra

∑
r (x, y) =

p (p− 1)

4
(*)

Mặt khác ta lại có

∑
r (x, y) =

n∑
x=1

 [
√
xp]∑

y=
[√

(x−1)p
]
+1

r (x, y)

 =
n∑
x=1

 [
√
xp]∑

y=
[√

(x−1)p
]
+1

(
xp− y2

)

=
n∑
x=1

([
√
xp]−

[√
(x− 1) p

])
xp−

[
√
xp]∑

y=
[√

(x−1)p
]
+1

y2


= p

n∑
x=1

(
x
(

[
√
xp]−

[√
(x− 1) p

]))
−

2n∑
y=1

y2

= p (−S + (n+ 1) [
√
np])− 2n (2n+ 1) (4n+ 1)

6

= −pS + 2n (n+ 1) p− n (2n+ 1) (4n+ 1)

3
(**)

Từ (*) và (**), với p = 4n+ 1 ta suy ra S =
p2 − 1

12
.

Bài toán được giải quyết. �

IMO Shortlist 2009 N7

Cho a, b là hai số nguyên dương thỏa mãn ab không là số chính phương. Chứng minh rằng tồn
tại vô hạn số nguyên dương n sao cho (an − 1) (bn − 1) không là số chính phương.

Bài 30

Lời giải

Bổ đề. Cho a là một số nguyên dương không chính phương. Khi đó tồn tại vô hạn số nguyên tố p
sao cho a không là số chính phương modp.
Chứng minh. Do a là một số nguyên dương không chính phương nên ta đặt a = b2c, trong đó
b ∈ N∗, c = q1q2...qm (m > 1) với qi nguyên tố và đoi một phân biệt. Khi đó với mỗi số nguyên tố lẻ p
mà (p, a) = 1, ta có (

a

p

)
=

(
b2c

p

)
=

(
c

p

)
=

m∏
i=1

(
qi
p

)
Xét các khả năng sau.
Khả năng 1. Nếu q1 lẻ. Chọn r1, r2, ..., rm thỏa mãn r1 không là số chính phương modq1 và ri là
số chính phương modqi với mọi i = 2, ...,m. Theo định lý thặng dư Trung Hoa, tồn tại số nguyên p0
thỏa mãn {

p0 ≡ ri (modqi) ∀i = 1, 2, ..,m

p0 ≡ 1 (mod4)
(*)

Dễ thấy (p0, qi) = (p0, 4) = 1,∀i = 1, 2, ...,m ⇒ (p0, 4q1q2...qm) = 1. Mà ta có p = p0 + (4q1q2...qm) t

cũng là nghiệm của (*) với mọi t ∈ N . Nhưng theo định lý Dirichlet , ta có thể chọn được vô hạn t
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sao cho p là số nguyên tố, hay tồn tại vô hạn số nguyên tố p thỏa mãn{
p ≡ ri (modqi) ∀i = 1, 2, ...,m

p ≡ 1 (mod4)
⇒
(
p

qi

)
=

(
ri
qi

)
=

{
−1khii = 1

1khii = 2, ...,m

Do p ≡ 1 (mod4) nên theo luật tương hỗ Gauss, ta có
(
p

qi

)
=

(
qi
p

)
∀i = 1, 2, ...,m , suy ra

(
a

p

)
=

m∏
i=1

(
qi
p

)
=

m∏
i=1

(
p

qi

)
= −1

Khả năng 2. Nếu q1 = 2. Chọn ri là số chính phương modpi với mọi i = 2, ...,m. Tương tự ta có vô
hạn số nguyên tố p thỏa mãn {

1 6 x, y, z 6 p− 1

f (x, k, p) = f (y, k, p) = f (z, k, p){
p ≡ ri (modqi) ∀i = 2, ...,m

p ≡ 5 (mod8)

Từ đây ta suy ra (
p

qi

)
=

(
ri
qi

)
= 1∀i = 2, ..,m

Do p ≡ 5 (mod8) nên

p ≡ 1 (mod4)⇒
(
qi
p

)
=

(
p

qi

)
= 1∀i = 2, ...,m⇒

(
a

p

)
=

m∏
i=1

(
qi
p

)
= −1

Bổ đề được chứng minh.
Trở lại bài toán.

Theo giả thuyết ta có ab không là số chính phương nên theo bổ đề ta có tồn tại vô hạn số nguyên tố
p sao cho (

ab

p

)
= −1⇒

(
a

p

)(
b

p

)
= −1

Từ đó không mất tính tổng quát ta có thể giả sử
(
a

p

)
= 1;

(
b

p

)
= −1, hay

a
p−1
2 ≡ 1 (modp) ; b

p−1
2 = −1 (modp)

Suy ra p không chia hết b
p−1
2 − 1. Xét các khả năng sau

• Nếu vp
(
a

p−1
2 − 1

)
lẻ. Khi đó

vp

((
a

p−1
2 − 1

)(
b
p−1
2 − 1

))
lẻ, do đó

(
a

p−1
2 − 1

)(
b
p−1
2 − 1

)
không là số chính phương.

• Nếu vp
(
a

p−1
2 − 1

)
chẵn. Theo định lý về số mũ đúng ta có

vp

(
a

p−1
2
p − 1

)
= vp

(
a

p−1
2 − 1

)
+ 1

là một số lẻ. Hơn nữa ta lại có b
p−1
2
p − 1 ≡ (−1)p − 10 (modp) nên ta suy ra

vp

((
a

p−1
2
p − 1

)(
b
p−1
2
p − 1

))
lẻ, do đó

(
a

p−1
2
p − 1

)(
b
p−1
2
p − 1

)
không là số chính phương.
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Bài toán được giải quyết. �

Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương n, đều tồn tại các số nguyên > 1, đôi một nguyên tố
cùng nhau k0, k1, ..., kn sao cho k0k1...kn − 1 là tích của hai số nguyên liên tiếp.

Bài 31

Lời giải

Bổ đề. Cho p là một số nguyên tố có dạng 3k + 1. Khi đó tồn tại số nguyên dương r sao cho
p|
(
r2 + r + 1

)
.

Chứng minh. Do p là một số nguyên tố dạng 3k+ 1 nên p ≡ 1 (mod6), suy ra −3 là số chính phương
modp , hay tồn tại số nguyên dương x sao cho

(x+ kp)2 ≡ −3 (modp)∀k ∈ N

Rõ ràng tồn tại k ∈ N sao cho x+ kp = 2r + 1, với r nguyên dương nào đó. Suy ra

p|(2r + 1)2 + 3 = 4
(
r2 + r + 1

)
⇒ p|

(
r2 + r + 1

)
Trở lại bài toán.

Với mỗi số nguyên dương n, rõ ràng tồn tại các số nguyên tố dôi một phân biệt p0, p1, ..., pn có dạng
3k + 1. Khi đó theo bổ đề, ta gọi r0, r1, ..., rn là các số nguyên dương thỏa mãn

pi|
(
ri

2 + r1 + 1
)
∀i = 0, 1, ..., n

Theo định lý thặng dư Trung Hoa , tồn tại số nguyên dương a thỏa mãn

a ≡ ri (modpi)∀i = 0, 1, ..., n

Suy ra p0p1...pn|
(
a2 + a+ 1

)
. Với mỗi i , lấy ki là lũy thừa lớn nhất của pi chia hết a2 + a+ 1 và đặt

k0 =
a2 + a+ 1

k1...kn
. Khi đó rõ ràng k0, k1, ..., kn đôi một nguyên tố cùng nhau và

k0k1...kn − 1 = a2 + a = a (a+ 1)

Bài toán được giải quyết. �

Với p là một số nguyên tố lẻ và a là số nguyên dương thỏa mãn 1 6 a 6 p− 1. Chứng minh rằng

p−1∑
n=0

(
n2 + a

p

)
= −1

Bài 32

Lời giải

Đây là một bài toán tương đối khó. Ta sẽ xét các trường hợp sau.

Trường hợp 1. Nếu
(
a

p

)
= −1, với n 6= 0 ta có

(
n2 + a

p

)
=

(
a

p

)(
an2 + a2

p

)
=

(
a

p

)(
a+

(
an−1

)2
p

)

Do vậy ∑
n∈F×p

(
n2 + a

p

)
=

(
a

p

) ∑
n∈F×p

(
a+

(
an−1

)2
p

)
=

(
a

p

) ∑
n∈F×p

(
a+ n2

p

)
.
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Vì
(
a

p

)
= −1 nên ta có

∑
n∈F×p

(
n2 + a

p

)
= 0 và đồng thời

∑
n∈Fp

(
n2 + a

p

)
= 0 +

(
a

p

)
= −1 .

Trường hợp 2. Nếu
(
a

p

)
= +1, ta viết lại a ≡ x2 (mod p), do đó suy ra

∑
n∈Fp

(
n2 + a

p

)
=
∑
n∈F×p

(
n2 + x2

p

)
+ 1 =

∑
n∈F×p

((
nx−1

)2
+ 1

p

)
+ 1

=
∑
n∈F×p

(
n2 + 1

p

)
+ 1 =

∑
n∈Fp

(
n2 + 1

p

)
.

Đến đây có 2 khả năng xảy ra là
(
−1

p

)
= +1 và

(
−1

p

)
= −1.

(i) Với
(
−1

p

)
= +1, ta có k2 ≡ −1 (mod p), đến đây ta sẽ chứng minh một kết quả.

Bổ đề. Với p là số nguyên tố lẻ và (a, p) = (b, p) = 1, khi đó thì

p−1∑
x=1

(
x(ax+ b)

p

)
= −

(
a

p

)
Chứng minh. Với x−1 là nghịch đảo của x modulo p thì ta có

p−1∑
x=1

(
x(ax+ b)

p

)
=
∑
x∈F×p

(
x

p

)(
ax+ b

p

)
=
∑
x∈F×p

(
x−1

p

)(
ax+ b

p

)

=
∑
x∈F×p

(
x−1(ax+ b)

p

)
=
∑
x∈F×p

(
a+ bx−1

p

)

Do vậy ta suy ra

p−1∑
x=1

(
x(ax+ b)

p

)
=
∑
y∈F×p

(
a+ by

p

)
=
∑
y∈Fp

(
a+ by

p

)
−
(
a

p

)
.

Vì p - b nên ta có {a+ by|y ∈ Fp} là một hệ thặng dư đầy đủ modulo p, do vậy∑
y∈Fp

(
a+ by

p

)
= 0

Từ đây bổ đề được chứng minh.
Quay lại trường hợp đang xét. Áp dụng bổ đề trên ta có∑

n∈Fp

(
n2 + a

p

)
=
∑
n∈Fp

(
n2 + 1

p

)
=
∑
n∈Fp

(
n2 − k2

p

)

=
∑
n∈Fp

(
n− k
p

)(
n+ k

p

)
=
∑
n∈Fp

(
n

p

)(
n+ 2k

p

)

=
∑
n∈Fp

(
n(n+ 2k)

p

)
= −

(
1

p

)
= −1 ,

Như vậy với trường này thì bài toán được chứng minh.
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(ii) Với
(
−1

p

)
= −1, ta chú ý rằng

∑
n∈Fp

(
n2 + a

p

)
=
∑
n∈Fp

(
n2 + 1

p

)
= 1 + 2

∑
(

x
p

)
=+1

(
x+ 1

p

)

= 1 + 2

∑
x∈Fp

(
x+ 1

p

)
−
(

1

p

)
−

∑
(

x
p

)
=−1

(
x+ 1

p

)

= 1 + 2

0− 1−
∑

(
x
p

)
=−1

(
x+ 1

p

)
= −1 + 2

∑
(

x
p

)
=−1

(
−x− 1

p

)

= −1 + 2
∑

(
x
p

)
=+1

(
x− 1

p

)
= −1 +

∑
n∈F×p

(
n2 − 1

p

)
.

Đến đây tiếp tục sử dụngbổ đề đã chứng minh ở trên ta có∑
n∈F×p

(
n2 − 1

p

)
=
∑
n∈Fp

(
n2 − 1

p

)
+ 1 =

∑
n∈Fp

(
n(n+ 2)

p

)
+ 1 = −

(
1

p

)
+ 1 = 0 .

Như vậy, từ các trường hợp đã xét, ta có điều phải chứng minh. �

IMO 2016

Một tập hợp các số nguyên dương được gọi tập hương nếu có ít nhất hai phần tử và mỗi
phần tử của nó có ước nguyên tố chung với ít nhất với một trong các phần tử còn lại. Đặt
P (n) = n2 + n+ 1. Tìm số nguyên dương b nhỏ nhất sao cho tồn tại số nguyên không âm a để
tập hợp {P (a+ 1) , ..., P (a+ b)} là tập hương.

Bài 33

Lời giải

Phân tích. Ta phải xác định

1. Dạng của ước nguyên tố của P (n) = n2 + n+ 1.

2. Ước nguyên tố chung của P (n) và P (n+m) , m > 1.

Với ý thứ nhất, P (n) là biểu thức bậc hai, ta có thể sử dụng thặng dư bậc hai để xác định

4P (n) = 4n2 + 4n+ 4 = (2n+ 1)2 + 3

Từ đó ta suy ra

p|P (n)⇔ p|4P (n)⇔ (2n+ 1)2 ≡ −3 (mod p)⇒
(
−3

p

)
= 1

Nếu p > 3, đặt p = 3k + r, 0 < r < 3. Ta có(
−3

p

)
=

(
−1

p

)(
3

p

)
=

(
−1

p

)(p
3

)
.(−1)

3−1
2
. p−1

2 =

(
−1

p

)(r
3

)
(−1)

p−1
2

Số học - Bà chúa của toán học 46 h Tạp chí và tư liệu toán học



Tạp Chí Tư Liệu Toán Học

Vì
(
−1

p

)
=

{
1 khi p ≡ 1 (mod4)

−1 khi p ≡ −1 (mod4)
và
(

2

3

)
= 1 nên

[
p = 4s+ 1, r = 1

p = 4s+ 3, r = 1

Suy ra p = 6h+ 1 hoặc p = 3.
Với ý 2, p là ước nguyên tố chung của P (n) và P (n+m), như vậy ta có được{

p|P (n)

p|P (n+m)− P (n)
⇒

{
p|n2 + n+ 1

p|m (2n+m+ 1)
⇒


p|(2n+ 1)2 + 3[
p|m
p|2n+m+ 1

Nếu m = 3 thì


{
p|2 (n+ 2)

p|n2 + n+ 1{
p = 3

3|2n+ 1

. Mặt khác ta lại có

n2 + n+ 1 = (n+ 2) (n− 1) + 3⇒

{
n = 3k + 1

p = 3

Vậy (P (x) , P (x+ 3)) > 1, (P (y) , P (y + 3)) > 1 khi và chỉ khi 3|x− y.

Nếu m = 1 thì

{
p|2n+ 2

p|n2 + n+ 1
, mà n2 + n+ 1 = n (n+ 1) + 1 nên p|1, điều này là vô lý.

Nếu m = 2 thì

{
p| (2n+ 3)

p|4n2 + 4n+ 4
. Mặt khác ta lại có

4n2 + 4n+ 4 = (2n+ 3) (2n− 1) + 7⇒

{
n = 7k + 2

p = 7

Vậy nếu (P (x) , P (x+ 2)) > 1, (P (y) , P (y + 2)) > 1 thì 7|x− y.

Nếu m = 4, thì

{
p| (2n+ 5)

p|4n2 + 4n+ 4
. Mặt khác ta lại có

4n2 + 4n+ 4 = (2n+ 5) (2n− 3) + 19⇒

{
n = 19k + 7

p = 19

Từ nhận xét trên, suy ra các tập {P (a+ 1) , P (a+ 2)} , {P (a+ 1) , P (a+ 2) , P (a+ 3)} không là
tập hương với mọi a vì P (a+ 2) không có ước nguyên tố chúng với 2 phần tử còn lại trong tập.
Vậy tập {P (a+ 1) , P (a+ 2)} , {P (a+ 1) , P (a+ 2) , P (a+ 3)} không là tập hương. Giả sử tồn tại
a để tập {P (a+ 1) , P (a+ 2) , P (a+ 3) , P (a+ 4)} là tập hương, vậy{

(P (a+ 2) , P (a+ 4)) > 1

(P (a+ 3) , P (a+ 1)) > 1
⇒ 7| (a+ 2)− (a+ 1) ,

điều này là vô lý. Giả sử tồn tại a để tập {P (a+ 1) , P (a+ 2) , P (a+ 3) , P (a+ 4) , P (a+ 5)} là tập
hương.

1. Nếu (P (a+ 1) , P (a+ 3)) > 1 thì a+ 1 = 7k + 2 nên (P (a+ 2) , P (a+ 4)) > 1, suy ra

(P (a+ 2) , P (a+ 5)) > 1

Do đó a + 2 = 3q + 1 hay a = 3q − 1. Nhưng lúc này (P (a+ 1) , P (a+ 4)) = 1 nên P (a+ 4)

không có ước nguyên tố với bất kì phần tử nào còn lại của tập hợp, điều này là mâu thuẫn.
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2. Nếu (P (a+ 3) , P (a+ 5)) > 1 thì a+ 3 = 7k + 2 nên (P (a+ 1) , P (a+ 3)) = 1, suy ra

(P (a+ 2) , P (a+ 4)) = 1

Suy ra hoặc (P (a+ 1) , P (a+ 4)) > 1 hoặc (P (a+ 1) , P (a+ 5)) > 1.
Điều này dẫn đến hoặc a+ 1 = 3q + 1 hoặc a+ 1 = 19q + 7.
Cả hai điều này ta đều được (P (a+ 2) , P (a+ 5)) = 1 do đó P (a+ 2) không có ước nguyên tố
chung với bất kì phần tử nào còn lại, điều này mâu thuẫn.

Với b = 6, trong quá trình xét các trường hợp ở trên, ta có thể dự đoán
(P (a+ 1) , P (a+ 4)) > 1

(P (a+ 2) , P (a+ 6)) > 1

(P (a+ 3) , P (a+ 5)) > 1

Để được điều này, ta cần 
a+ 1 = 3k + 1

a+ 2 = 19q + 7

a+ 3 = 7s+ 2

⇒


a ≡ 0 (mod 3)

a ≡ 5 (mod 19)

a ≡ 6 (mod 7)

Theo định lý phần dư Trung Hoa thì hệ này có nghiệm.
Vậy b = 6 là giá trị cần tìm. �

Cho a, b, c là các số nguyên và p > 3 là một số nguyên tố lẻ. Chứng minh rằng nếu f (x) =

ax2 + bx+ c là số chính phương tại
p+ 5

2
giá trị nguyên liên tiếp của x thì p|

(
b2 − 4ac

)
.

Bài 34

Lời giải

Với bài toán này ta sử dụng tới định lý 2,3 của phần Một vài tổng của kí hiệu Legendre. Giả sử

rằng tồn tại số nguyên x0 sao cho f (x0) , f (x0 + 1) , ..., f

(
x0 +

p+ 1

2

)
đều là các số chính phương.

Xét các khả năng sau

1. Với a
...p. Nếu bp thì tập

{
bx+ c : x = x0, x0 + 1, ..., x0 +

p+ 3

2

}
là một hệ thặng dư không đầy

đủ modulo p gồm
p+ 5

2
phần tử mà f (x) ≡ bx+ c (modp) nên tập

{
f (x) : x = x0, x0 + 1, ..., x0 +

p+ 3

2

}

cũng là một hệ thặng dư không đầy đủ modulo p gồm
p+ 5

2
phần tử. Nhưng rõ ràng một số

chính phương chỉ có thể đồng dư với đúng một số trong
p+ 1

2
số là 02, 12, ...,

(
p− 1

2

)2

, mâu

thuẫn. Do đó b
...p⇒ p|b2 − 4ac.

2. Với a 6
...p. Giả sử rằng pb2 − 4ac. Khi đó theo định lý 3 ta có

p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
= −

(a
c

)
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⇒
x0+p−1∑
x=x0

(
ax2 + bx+ c

p

)
=

p−1∑
x=0

(
ax2 + bx+ c

p

)
= −

(
a

p

)
6 1

Mặt khác dễ dàng thấy rằng không tồn tại 3 số nguyên phân biệt

x1, x2, x3 ∈ {x0, x0 + 1, ..., x0 + p− 1}

sao cho axi2 + bxi + c
...p∀i = 1, 2, 3 nên

x0+p−1∑
x=x0

(
ax2 + bx+ c

p

)
>

(
p+ 5

2
− 2

)
−
(
p− p+ 5

2

)
= 3 > 1

Điều này mâu thuẫn. Như vậy bài toán đã hoàn toàn được chứng minh. �

Với mỗi số nguyên a, hãy tính số nghiệm (x, y, z) của phương trình đồng dư

x2 + y2 + z2 ≡ 2axyz (modp)

Bài 35

Lời giải

Ta có
x2 + y2 + x2 ≡ 2axyz (modp)⇔ (z − axy)2 ≡

(
a2x2 − 1

)
y2 − x2 (modp) (1)

Suy ra với mỗi cặp x, y cố định thuộc tập {0, 1, ..., p− 1} thì số nghiệm z ∈ {0, 1, ..., p− 1} thỏa mãn
điều kiện (1) là

1 +

((
a2x2 − 1

)
y2 − x2

p

)
Do vậy số nghiệm của phương trình x2 + y2 + z2 ≡ 2axyz (modp) là

N = p2 +

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

((
a2x2 − 1

)
y2 − x2

p

)

Xét các khả năng sau.

Khả năng 1. Nếu a
...p, khi đó sử dụng định lý 3 như bài ở trên thì ta được

N = p2 +

p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
−y2 − x2

p

)
= p2 +

(
−1

p

) p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
y2 + x2

p

)

= p2 +

(
−1

p

)p−1∑
y=0

(
y2

p

)
+

p−1∑
x=1

p−1∑
y=0

(
y2 + x2

p

)
= p2 +

(
−1

p

)(
(p− 1) +

p−1∑
x=1

(
−
(

1

p

)))

= p2 +

(
−1

p

)
((p− 1) + (−p+ 1)) = p2

Khả năng 2. Nếu a 6
...p. Dễ thấy tồn tại duy nhất các số nguyên x1, x2 ∈ {1, 2, ..., p− 1} sao cho{

ax1 ≡ 1 (modp)

ax2 ≡ −1 (modp)
⇒ p|a2x12 − 1, p|a2x22 + 1
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Do vậy p 6 |x2
(
a2x2 − 1

)
,∀x ∈ {0, 1, ..., p− 1} \ {0, x1, x2}. Chú ý rằng

(
α

p

)
= 0 nếu α

...p, ta được

N = p2 +

p−1∑
y=0

(
−y2

p

)
+

p−1∑
y−0

((
a2x1

2 − 1
)
y2 − x12

p

)
+

p−1∑
y−0

((
a2x2

2 − 1
)
y2 − x22

p

)

+

p−1∑
x=1

x 6=x1,x2

p−1∑
y−0

((
a2x2 − 1

)
y2 − x2

p

)

= p2 + (p− 1)

(
−1

p

)
+ 2p

(
−1

p

)
+

p−1∑
x=1

x6=x1,x2

−
(
a2x2 − 1

p

)

= p2 + p

(
−1

p

)
+ 2p

(
−1

p

)
−

p−1∑
x=0

(
a2x2 − 1

p

)
= p2 + 3p

(
−1

p

)
+

(
a2

p

)
= p2 + 3p

(
−1

p

)
+ 1

Vậy N =


p2 khi a

...p

p2 + 3p

(
−1

p

)
+ 1 khi a 6

...p

Xét đa thức P (x) = x3 + 14x2 − 2x+ 1. Chứng minh rằng tồn tại số tự nhiên n sao cho với mọi
x ∈ Z, ta có 101|P (P (...P︸ ︷︷ ︸

n

(x) ...)− x.

Bài 36

Lời giải

Xét hai số nguyên x, y bất kỳ. Ta sẽ chứng minh rằng

x ≡ y (mod101)⇔ P (x) ≡ P (y) (mod101) (1)

Do P (x) = x3 + 14x2 − 2x+ 1 nên ta có

4 (P (x)− P (y)) = 4 (x− y)
(
x2 + xy + y2 + 14x+ 14y − 2

)
= (x− y)

(
(2x+ y + 14)2 + 3(y − 29)2

)
⇒ P (x) ≡ P (y) (mod101)

⇔

[
x ≡ y (mod101)

(2x+ y + 14)2 + 3 (y − 129) ≡ 0 (mod101)
(2)

Xét (2), ta có

(i) Nếu gcd (y − 29, 101) = 1 thì
(
−3

101

)
= 1⇒ 101 ≡ 1 (mod6). Vô lý.

(ii) Nếu 101| (y − 29)⇒ 101| (2x+ y + 14)⇒ x ≡ y ≡ 29 (mod101).

Do đó ta luôn có x ≡ y (mod101), (1) được chứng minh. Xét 102 số

P (x) , P (P (x)) , P (P (P (x))) , ..., P (P (...P︸ ︷︷ ︸
102

(x) ...)
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Theo Định lí Dirichlet , tồn tại m,n ∈ {1, 2, ..., 102} ,m > n sao cho

P (P (...P︸ ︷︷ ︸
m

(x) ...) ≡ P (P (...P︸ ︷︷ ︸
n

(x) ...) (mod101)

Từ nhận xét trên ta suy ra P (P (...P︸ ︷︷ ︸
m−n

(x) ...) ≡ x (mod101)∀x ∈ Z. Bài toán được chứng minh. �

Cho p là một số nguyên tố lẻ và đặt f(x) =

p−1∑
i=1

(
i

p

)xi−1

.

(i) Chứng minh rằng f(x) chia hết cho (x − 1) nhưng không chia hết cho (x − 1)2 nếu và chỉ
nếu p ≡ 3(mod4).

(ii) Chứng minh rằng nếu p ≡ 5(mod8) thì f(x) chia hết cho (x − 1)2 nhưng không chia hết
cho (x− 1)3.

Bài 37

Lời giải

(i) Từ giả thiết ta có f(1) =

p−1∑
i=1

(
i

p

)
= 0. Ta có nhận xét đã được chứng minh sau.

Nhận xét. Với p là một số nguyên tố lẻ thì trong tập S = {1, 2, . . . , p− 1}, có p− 1

2
số chính phương

modulo p và
p− 1

2
số không chính phương modulo p.

Áp dụng nhận xét này ta suy ra được f(x) chia hết cho (x− 1). Ta có

f ′(1) =

p−1∑
i=1

(i− 1)

(
i

p

)
=

p−1∑
i=1

i

(
i

p

)
− f(1) =

p−1∑
i=1

i

(
i

p

)

=

p−1∑
i=1

(p− i)
(
p− i
p

)
=

p−1∑
i=1

(p− i)
(
−i
p

)
= (−1)

p−1
2

p−1∑
i=1

(p− i)
(
i

p

)

= (−1)
p−1
2

(
pf(1)−

p−1∑
i=1

i

(
i

p

))
= (−1)

p+1
2 f ′(1)

Nếu p ≡ 1(mod4) thì theo trên ta có f ′(1) = −f ′(1)⇒ f ′(1) = 0.
Mà f(1) = 0 nên f(x) chia hết cho (x− 1)2.

Nếu p ≡ 3(mod4), với chú ý
(
i

p

)
≡ 1(mod2),∀i = 1, 2, . . . , p− 1 ta có

f ′(1) =

p−1∑
i=1

i

(
i

p

)
≡

p−1∑
i=1

i =
p(p− 1)

2
≡ 1(mod2)⇒ f ′(1) 6= 0

Mà f(1) = 0 nên f(x)
...(x − 1) nhưng f(x) 6

...(x − 1)2. Do đó f(x) chia hết cho (x − 1) nhưng không
chia hết cho (x− 1)2 nếu và chỉ nếu p ≡ 3(mod4).
(ii) Ta nhận thấy rằng

f ′′(1) =

p−1∑
i=1

(i− 1)(i− 2)

(
i

p

)
=

p−1∑
i=1

(
i2 − 3i+ 2

)( i
p

)

=

p−1∑
i=1

i2
(
i

p

)
− 3

p−1∑
i=1

i

(
i

p

)
+ 2f(1) =

p−1∑
i=1

i2
(
i

p

)
− 3

p−1∑
i=1

i

(
i

p

)
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Ta giả sử rằng p ≡ 5(mod8), khi đó theo câu (i) ta có f(x)
...(x− 1)2 và

p−1∑
i=1

i

(
i

p

)
= f ′(1) = 0, từ đây

ta suy ra được

f ′′(1) =

p−1∑
i=1

i2
(
i

p

)
=

p−1
2∑
i=1

(2i)2
(

2i

p

)
+

p−1
2∑
i=1

(2i− 1)2
(

2i− 1

p

)

Mặt khác do p ≡ 5(mod8) nên
(

2

p

)
= −1,

(
−1

p

)
= 1, khi đó ta có

p−1
2∑
i=1

(2i)2
(

2i

p

)
= 4

(
2

p

) p−1
2∑
i=1

i2
(
i

p

)
≡ −4

p−1
2∑
i=1

i2 ≡ −4

p−1
2∑
i=1

i = −4
p2 − 1

8
≡ −4(mod8)

và đồng thời
p−1
2∑
i=1

(2i− 1)2
(

2i− 1

p

)
≡

p−1
2∑
i=1

(
2i− 1

p

)
(mod8)

Mặt khác lại do f(1) = 0 nên ta có

−

p−1
2∑
i=1

(
2i− 1

p

)
=

p−1
2∑
i=1

(
2i

p

)
=

p−1
2∑
i=1

(
2i

p

)
=

(
p− 1

p

)
+

p−3
2∑
i=1

(
2i

p

)

= 1 +

p−3
2∑
i=1

2

(
p− 1

2
− i
)

p

 = 1 +

p−1
3∑
i=1

(
p− 2i− 1

p

)

= 1 +

p−1
3∑
i=1

(
2i+ 1

p

)
=

p−1
2∑
i=1

(
2i− 1

p

)
Từ đây ta suy ra được

p−1
2∑
i=1

(
2i− 1

p

)
= 0⇒

p−1∑
i=1

(2i− 1)2
(

2i− 1

p

)
≡

p−1∑
i=1

(
2i− 1

p

)
= 0(mod8)

Do vậy ta có

f ′′(1) ≡ −4(mod8)⇒ f ′′(1) 6= 0⇒ f(x) 6
...(x− 1)3

Vậy nếu p ≡ 5(mod8) thì f(x) chia hết cho (x− 1)2 nhưng không chia hết cho (x− 1)3.
Bài toán được giải quyết. �

Cho k = 22
n

+ 1 với n nguyên dương. Chứng minh rằng k là một số nguyên tố (số nguyên tố

Fermat, lưu ý 22
5

+ 1
...641) khi và chỉ khi k là ước của 3

k−1
2 + 1.

Bài 38

Lời giải

Nếu k là ước của 3
k−1
2 + 1 thì 3

k−1
2 ≡ −1 (modk). Do đó 3k−1 ≡ 1 (modk). Mà cấp của 3 modulo k

chính là k − 1. Từ đó suy ra k − 1|ϕ (k) với ϕ (k) là phi hàm Euler của k.
Nếu k không là số nguyên tố, thì nhận thấy ngay ϕ (k) > k − 1. Do đó k là một số nguyên tố. Đảo
lại, cho k là một số nguyên tố, theo luật thuận nghịch và giả thiết k = 22

n
+ 1, ta có(

3

k

)
=

(
k

3

)
=

(
2

3

)
= −1
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Do đó

3
k−1
2 ≡

(
3

k

)
≡ −1 (modk)

Như vậy bài toán được chứng minh. �

Tìm mọi cặp số nguyên (a, b) sao cho với mọi số nguyên dương n, ta có n|an + bn+1.

Bài 39

Lời giải

Cho n = p với p là số nguyên tố lẻ đủ lớn, ta có

ap + bp+1 ≡ a+ b2 ≡ 0 (modp)⇒
(
−a
p

)
= 1,∀p > p0

Với p0 là số nguyên tố lẻ đủ lớn thỏa mãn gcd (a, p0) = 1. Mà theo bổ đề quen thuộc là nếu x không

là số chính phương thì tồn tại vô số số nguyên tố p sao cho
(
x

p

)
= −1, do đó ta phải có −a là một

số chính phương. Tương tự, chọn n = 2p với p là số nguyên tố lẻ đủ lớn thì ta có(
−b2p+1

p

)
= 1,∀p > p0 ⇒

(
−b
p

)
= 1,∀p > p0

Từ đây suy ra −b là một số chính phương.
Tiếp tục chọn n = p với p là số nguyên tố lẻ, đặt −a = k2,−b = l2, theo định lý Fermat nhỏ ta có

(
−k2

)p
+
(
−l2
)p+1...p⇔ l4 − k2 ≡ 0 (modp)

Do đó ta lại có l2 ± k ≡ 0 (modp) với vô số số nguyên tố p, vì vậy ta lại tiếp tục suy ra (±k)2 là một
lũy thừa bậc 4. Tương tự chọn n = 2p với p là số nguyên tố lẻ, ta lại có (±k)2 là một lũy thừa bậc 4.
Lặp lại quá trình này vô hạn lần, ta có −a,−b là lũy thừa bậc 2t tùy ý. Do đó[

−a = −b = 1

−a = −b = 0

Vậy (a, b) ∈ {(0, 0) , (−1,−1)}. �

Korean National Olympiad 2nd Round 2019

Giả sử rằng các số nguyên dươngm,n, k thỏa mãn các phương trìnhm2+1 = 2n2, 2m2+1 = 11k2.
Tìm phần dư khi chia n cho 17.

Bài 40

Lời giải

Dễ thấy (k,m, n) = (3, 7, 5) là một nghiệm của bài toán. Ta gọi hai dãy {mi}∞i=1 và {ni}∞i=1 được xác
định như sau

m1 = n1 = 1,mi+1 = 3mi + 4ni, ni+1 = 2mi + 3ni(i > 1)

Bằng bổ đề nổi tiếng của phương trình Pell , ta biết rằng (m,n) = (mj , nj) với j > 1.
Dễ thấy n2 ≡ 3(mod11)⇒ n ≡ ±5(mod11). Ta sẽ kiểm tra số dư của (mi, ni) mod11.

(1, 1)→ (7, 5)→ (8, 7)→ (8, 4)→ (7, 6)→ (1,−1)→ (−1,−1)

→ (−7,−5)→ (−8,−7)→ (−8,−4)→ (−7, 5)→ (−1, 1)→ (1, 1)→ ...

Số học - Bà chúa của toán học 53 h Tạp chí và tư liệu toán học



Chinh Phục Olympic Toán

Điều này có nghĩa là j ≡ 2 (mod3). Ta tiếp tục kiểm tra số dư của (mi, ni) cho 17.

(1, 1)→ (7, 5)→ (7, 12)→ (1,−1)→ (−1,−1)→ (−7, 12)→ (−7, 5)→ (−1, 1−)→ (1, 1)→ ...

Để ý rằng (2n− 1) (2n+ 1) = 4n2−1 = 11k2, khi đó ta có

{
2n− 1 = 11u2

2n+ 1 = v2
hoặc

{
2n+ 1 = 11u2

2n− 1 = v2
.

(i) Trường hợp

{
2n− 1 = 11u2

2n+ 1 = v2
⇒ 11u2 + 2 = v2. Mâu thuẫn vì

(
2

11

)
= −1.

(ii) Trường hợp

{
2n+ 1 = 11u2

2n− 1 = v2
, suy ra n ≡ 5 (mod11)⇒ j ≡ 2, 11 (mod12) hoặc j ≡ 2, 3 (mod4)

⇒ n ≡ ±5 (mod17)

Nếu n ≡ −5 (mod17) ⇒ v2 = 2n− 1 ≡ 6 (mod17). Điều này là vô lý vì
(

6

17

)
= −1.

Vậy n ≡ 5 (mod17). �
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3 Bài tập tự luyện.

Bài 1. Cho 3 số nguyên a, b, c, chứng minh rằng a, b, c, abc không là số chính phương khi và chỉ khi
tồn tại vô số số nguyên tố p sao cho (

a

p

)
=

(
b

p

)
=

(
c

p

)
Bài 2. Chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương n sao cho với mọi số nguyên dương k thì k2 + k+n

không có ước nguyên tố nhỏ hơn 2008.
Bài 3. Cho p là số nguyên tố lớn hơn 3 và có dạng 3k + 1. Chứng minh rằng ta luôn có

p∏
i=1

(
i2 + i+ 1

)
≡ 0(modp)

Bài 4. Cho đa thức P (x) =
(
x2 − 2

) (
x2 − 3

) (
x2 − 6

)
. Chứng minh rằng với mọi số nguyên tố p luôn

tìm được số nguyên dương n sao cho P (n) chia hết cho p.
Bài 5. Gọi Fn là số Fibonacci thứ n, chứng minh rằng với p > 5 là số nguyên tố thì p|

(
Fp −

(p
5

))
,

trong đó
(p

5

)
là kí hiệu Legendre .

Bài 6. Với p và q là 2 số nguyên tố phân biệt, chứng minh rằng∑
x1+x2+···+xq≡q ( mod p),16xi6p−1

(
x1 · x2 · · · xq

p

)
≡ 1 (modq) .

Bài 7. Với p là số nguyên tố lẻ và h nguyên dương thỏa mãn 1 6 h 6 p, chứng minh rằng

p∑
n=1

(
h∑

m=1

(
m+ n

p

))2

= h(p− h)

Bài 8. Với p là số nguyên tố, chứng minh rằng

p−1∑
i=1

(
i3 + 6i2 + i

p

)
Bài 9. Với mọi số nguyên x, chứng minh rằng(

−4

16x2 + 12x+ 3

)
=

(
−1

16x2 + 12x+ 3

)
Bài 10. Cho p là số nguyên tố thỏa mãn p ≡ 3(mod4). Chứng minh rằng

p−1∑
k=1

k2
(
k

p

)
= p

p−1∑
k=1

k

(
k

p

)
Bài 11. Cho k là số tự nhiên khác 0. Chứng minh rằng

1 +

p−1∑
x=0

(
x4 + k

p

)
=

p−1∑
x=0

(
x(x2 + k)

p

)
Bài 12. Cho cặp số nguyên dương (m,n) thỏa φ (5m − 1) = 5n − 1, chứng minh rằng gcd(m,n) > 1.
Bài 13. Với p là số nguyên tố có dạng 4k + 1. Giả sử r là một thặng dư bậc 2 của p và s là không
thặng dư của p. Chứng minh rằng p = a2 + b2, trong đó

a =
1

2

p−1∑
i=1

(
i(i2 − r)

p

)
, b =

1

2

p−1∑
i=1

(
i(i2 − s)

p

)
.
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và
(
k

p

)
là kí hiệu Legendre .

Bài 14. Với p là một số nguyên tố có dạng 4k + 1 và
m

n
là phân số tối giản thỏa mãn

p−2∑
a=2

1

a
p−1
2 + a

p+1
2

=
m

n
.

Chứng minh rằng p|m+ n.

Bài 15. Chứng minh rằng với mọi số nguyên tố p thì tồn tại ít nhất
p+ 1

2
số nguyên dương d thỏa

mãn 0 6 d < p sao cho phương trình đồng dư x3 + x ≡ d (mod p) có ít nhất 1 nghiệm modulo p.
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